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1 Folgen und Reihen 


1 Folgen und Reihen 


1.1 

a) (2n) = (2;4;6; 

8; 10; 12;...) 


b) (<-l)") = (-l; + l;-l;+l;-l; + l;...) 


c) 

(n 3 -n 2 ) = (0; 4 

; 18; 48; 100; 180;...) 


■■■■) 


e) 

U-M=i 

.3.2.5. \ 

’ 5 ’ 3 ’ 7 * ’/ 




g) 


7 . 11 . 3 . 19 . 23 . \ 

9 ’ 16 ’ 5 ’ 36 ’ 49 


h) (<-l) 2 " +, ) = (-l;-l;-l;-l;-l;-l;...) 


i) 

((-ir’)=(+i; 

-1; + 1;-1; + 1;-1;...) 


j) (l-(-1)") = ( 2; 0 ; 2 ; 0 ; 2 ; 0 ;...) 


k) (cos(n • 7i)) = ( - 

1 ; + 1 ; -1 ; +1 ; -1 ; + l ; 


1) (sin(n • tc)) = ( 0 ; 0 ; 0 ;0 ; 0 ; 0 ;...) 


m) (l - cos(n • tc)) = 

( 2; 0 ; 2; 0 ; 2; 0;...) 


n) (l + cos 2 (n - 7t)) = ( 2 ; 2 ; 2 ; 2 ; 2 ; 2 ;...) 


o) 

Wt))-<° 

;-1;0; + 1; 0;-l;...) 


p) (sin 2 (^5| = (l;0;l;0;l;0;...) 

1.2 

a) 

a „ = <1; 4; 1; 1 

16; 1; 64;...) 

b) 

x „ =(2;1;4;3;6;5;...) 

1.3 

a) 

<1; 1; 1; 1; 1; 1 

;...) 

b) 

(1;-1; + 1;-1; + 1;-1;...) 


c) 

(2; 3; 4; 5; 6 

,7;...) 

d) 

<1;2;4;8;16; 32;...) 


e) 

<0; — 2;0;—2 

-; 0; —2;...) 

e) 

<1; 1,1; 1.11; 1,111; 1,1111; 1,11111; -> 

1.4 

a) 

(1;1;3;7;17 

; 41;...) b) (0; 1 

;2; 

3; 4; 5;...) c) <1; 1; 0; -1;-1; 0;...) 


d) 

(0; 1; 0,5; 0,75; 0,625; 0,6875;...} 


e) (2; 1 ; 3; 2; 2; 2,3;...) 

1.5 

a) 

x n =(2;2;2 

3;3;3;3;3;4;4;...) 

z.B.: int(l +. J5) = int(3,23..) = 3 


b) 

y„=(0;2;2 

, 4; 4; 6; 6; 8; 8; 10;.. 

•) 

z.B.: 2 • int ^ j = 2 • int<2,5) = 2-2 = 4 


c) 

u n =( 1 ;0;1; 

0; 1; 0; 1; 0; 1; 0;...) 


z.B.:5:2 = ...Restl; 6:2 = ...Rest 0 


d) 

v„=(l;2;0 

;1;2;0;1;2;0;1;...) 


z.B.:5:3 = ...Rest2; 6:3 = ...RestO 

1.6 

a) 

(2; 5; 8; ...) 

=* a„ =3n-l 

b) 

(10;9;8; ...) =>b.-ll-n 


c) 

(0; 0,1; 0,2; . 

\ n-1 

d) 

(2;6; 18;54; ...) a n =2-3"-' 


e) 

<2; 1 ; 0,5; 0,25; ...) =>u„=2 2 -" 

0 

(1;-1;1;-1; ...) ^ u„ =(-!)"*' 


n 

x« 

1 

2 

2 

1,5 

3 

1,29630 

4 

1,26093 

5 

1.25992 


1.8 a) < 1, 8,11,10,5,12,15,14,9, 0 , 3, 2 , 13,4, 7,6,1,...) 

b) <0,3,8,11,0,...) 

c) <6,7,13,1,9,9,9,...) 

d) < 3,4,5,6,7, 8,9,10, 0,1,2,3,... ) 

1.9 a) a„= 46, s„ = 375 b) ai= 2, s„ = 893 

d)n= 19;s„= 1463 e) an=18; s„ = 558 
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c) d = 7; s„ = 872 
f) ai = 4; a„ = 37 







1 Folgen und Reihen 


1.10 a) ai = 1; as = a, + 4d = 1 + 4d = 10 => d = 2,25; (l; 3,25; 5,5 ; 7,75 ; 10 ) 
b) (1;2;3;4;5;6;7;8;9;10) 

1.11 ai = 3; n = 34, a 34 = 135; => a 34 = ai + 33-d => d = 4; <3,7,11,15, ... > 

1.12 ai + (n-l)-d > 1000; 4 + (n-l>5 > 1000 => n > ^ = 200,2; das 201-te Glied a 20 i = 1004 

1.13 a) aj = 205; d = -12 m/s = -43,2 km/h ; a n = aj + (n-l) d = 50 => n = 4,59; nach 3,59 s 
b) a„ = ai + (n-l)-d = 0 => n = 5,75 s; nach 4,75 s 

1.14 2 Punkte: Pi(l/1), P 2 (2/l,8); y = k x + d; k = 0,8; Pu 1 = 0,8-1 + d => d = 0,2: y = 0,8-x + 0,2 

1.15 a„_, =a n -d;a nt , =a„ +d; ^l^L = a -- d ^ a " +d = a „ 

1.16 a,=l;a. =n;d = l; s„ = ^ • (a, + a„) = | • (l + n)= 

1.17 1 + 2 + 3 + ... + 12 = si 2 ; ai = 1; au = 12; n = 12 => s„ =|-(a, +a n ) = 6-13 = 78 Schläge 

1.18 ai = 12; a 8 = 68; n = 8; a 8 = ai + (n-l) d => d = 8; <12,20,28, 36,44, 52,60, 68>; s 8 = 320 

1.19 n= 11; Sn = 30 + 29 +.. + 20; ai = 30; an = 20; s n =y-(30+20)= 275 Rundstäbe 

1.20 Ki = Endkapital der Einlage am 1. Jänner, K 2 = Endkapital der Einlage am 1. Feber usw. 

„ ^ 600,0412 600,0411 

Ki = 60 +---= 62,4; K 2 = 60 +- - -= 62,2 usw. d = - 0,2; 

12 12 

Endkapital aller Einlagen S 12 = y •[2 • 62,4 + (12 -1) • (-0,2)] = € 735,60 


1.21 a, = 30 ; d = 4 ; n = 20; s n =|-(2a,+<n-l) d) = 10-(60 + 19-4) =€ 1360,- 

1.22 a) si, S 2 , S 3 , S 4 , S 5 ... Weg (in Meter) nach einer, zwei, drei, vier, fünf usw. Sekunden 

si = 5; S 2 = 20; S 3 = 45, S 4 = 80, s 5 = 125 usw.; 

a, = 5 - 0 = 5; a 2 = 20 - 5 = 15; a 3 = 45 - 20 = 25; 34 = 80 - 45 = 35; a 5 = 125 - 80 = 45 usw. 
arithmetische Folge mit d = 10 

b) S 10 = 500 m c)s, 0 = 15 + 25 + ... = y [2-5 + (10-1)-IO] = 500 m 

1.23 Papierstärke: b; 

1. Schicht: ui = 27rr; 2. Schicht: U 2 = 27T-r + b); 

3. Schicht: U 3 = 27c-r + 2b); usw. n-te Schicht: u n = 27i [r + (n-l)-b]; 

(un) ist eine arithmetische Folge mit dem Anfangsglied ui und der 
Differenz d = 27c b; Gesamtlänge L = n- 7 i [2r+(n-l)-b]; 

n = ^; L = w~(R + r-b)«^ (R 2 -r 2 ) «7540m 
b b b 

1.24 Es handelt sich durchwegs um arithmetische Reihen 
a) ai = 1, d = 1, n = 20: S 20 = 210 b) ai = 3; d = 2; n = 15; S 15 = 255 

c) 2,5 + 3 + 3,5 ... + 10, ai = 2,5; d = 0,5, n = 16: Si 6 = 100 

d) -4 + (-3,5) + (-3) + ... + 6; ai = -4; d = 0,5; n = 21; s 2 i = 21 

1.25 a)a„ = 2-3 n -' b)a„= 100,1"'* = IO 2 '" c)a„ = I 3"- 1 = 3°' 3 d) a n =4-QJ 

1.26 a) a„= 364,5; s„ = 546,5 b) ai= 0,2; s„ = 51 c) q = 0,5; s„ = 79,6875 

d) n = 8; s n = 199,21875 e) q = -2; s n = -136,5 f) n = 8; a n = 64 

1.27 an.i = ai-q"’ 2 , a„ = ai-q "* 1 und an+i = apq 11 sind drei aufeinanderfolgende Glieder einer 
geometrischen Reihe; 

V a n-i' a n+i =V a i9 n " 2 ' a i c l n =V a i 2 V'7 =a i9 n ' 1 =a„ 
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1 Folgen und Reihen 


1.28 2 Punkte: Pi(l/2), P 2 (2/2-l,2); y = c a x ; x = 1: y = c a 1 = 2; c = 


2 . 

’ 5 

a 


x = 2: y = c-a 2 = - • a 2 = 2a = 2,4 => a = 1,2; damit: c=—;y=y = — • 1,2 X = 2 • 1,2 X_1 
a 1,2 J J 1,2 

1.29 p 5 = po-q 5 => q = \jp 5 /p 0 = 1,0371«1,037; mittlere Preissteigerung etwa 3,7% 

1.30 U 5 = Ui-q 4 => q = ^/U 5 /U, = 1,0746 «1,075; durchschnittliche Steigerung also etwa 7,5% 

1.31 ao = 140000 ; q = 0,99 ; n = 10 => 140000-0,99 10 « 126600 

1.32 a) am Ende des Tages vor dem 30. Tag, also nach 29 Tagen 
b) nach 28 Tagen c) nach 27 Tagen 

1.33 a, = 1; an = ai-q "' 1 = l-q "" 1 = q"' 1 ; a 2 i = q 20 = 10 => q = 2 ^K) =1,122; 

< = 10) = < 1 ; 1,122; 1,259;..., 8,913; 10) 

1.34 a 3 = ai-q 2 = 2 -ai =>q 2 = 2 oder q = V 2 => (l; 1,41; 2 ; 2,83 ; 4 ; 5,66 ; 8 ; 1 1,3 ; 16) 


1.35 


' J_ j_ j_ J_ _1_ J_l_ \ 

\ 2 9 4 ’ 8’ 16’ 32’ 64 ’ 128 * ”/ 


1.36 


1.37 

1.38 


1.39 

1.40 

1.41 


ai = 10 ; aio = 200; Werte in kQ 

a) aio = a, + 9-d => d = 190/9 * 21,1; 

<10; 31,1; 52,2; 73,3; 94,4; 115,6;136,7; 157,8 ; 178,9 ; 200 ); 

Ri auf R 2 : 211 % ; R 9 auf Ri 0 : 12 % 

b) a 10 = a r q 9 =>q= V2Ö »1,39; <10; 13,9; 19,5; 27,1; 37,9; 52,8; 73,7; 102,8; 143,4; 200); 
Ri auf R 2 : 39%; R 9 auf Rio: 39 % 

a, =50;a 6 =400; 400 = 50-q 5 => q = 1,516; <75,8; 114,9; 174,1; 263,9) mm 


Geometrische Folge <Io, Ii,..., I 10 ); Io Anfangsintensität, Ii, I 2 ,... Intensitäten 
nach dem Durchgang durch die 1., 2.... Platte; q = 1 - 0,05 = 0,95. 

I,o = Io-0,95 10 = 0,599-I 0 * 60% von I 0 . 

I n = 0,25-I 0 = Io*q n => q n = 0,25, n = 27,03; nach der 27. Platte ist die Restintensität noch 
knapp über, nach der 28. Platte erstmals unter einem Viertel 

a„ = aj-q"' 1 , lg a„ = lgCai-q"' 1 ) = lg a, + (n-l)-q; (lg a„) ist eine arithmetische Folge mit dem 
Anfangsglied lg a, und der Differenz q 

2 8 5 8 -l 

ai = 5; a 2 = 5 ,..., ag = 5 ; s 9 = a, + ... + ag = 5 • y—j- = 488280 Personen erhalten einen Brief 


\ 1 3 r 665 

a) a ,=-;q = -;n = 6 => s 6 = — «10,39 

. . 3 .. 35839 

c) a,=l;q=--; n = U => s„=-^-*35 


b) 


= -;q =- : n 
2 2 


= 10 


174075 

1024 


*170,00 


d) üj = V2 ;q = V 2 ; n = 12 =i> s » 215,1 


1.42 a) a,=i;q = i;n = 8 => s 8 *0,333 


b) a, =^;q = ^;n = 12 => s 2 »0,667 


0 f2i 2 + f2Y + ... + m ,0 = m 2 

<4y \4J \4j V4y 


1 + - + ...+ 
4 


f 3 Y f 3 V 3 a 
UJ ;a, = [-j ;q=-;n = 9;s 9 = 2 ,i 


081 


d) 3-1, 8' 2 + 3-1,8'* + ... + 3-1, 8 8 = 3-1, 8’ 2 [1 + 1,8 + 1,8 2 + ... + J, 8 10 ]; s,, = 742,69 


1.43 1 + 2 + 2 2 + ... + 2 63 , geom. Reihe mit a, = 1, q = 2, n = 64; s^ = —~p = 2 04 -1; ca. 1541 

1.44 (po, pi, p 2 ,...) ist eine geometrische Folge, wobei po = 1013 mbar der Druck in 0 m Höhe, p, = po-q 

der Druck in 1000 m Höhe, p 2 = po-q 2 der Druck in 2000 m Höhe, usw. ist. q = — = = 0,883; 


Po 1013 


p 2 = po*q 2 = 789 mbar, p 3 = po-q J = 696 mbar; p 4 = po-q 4 = 614 mbar. 


= 


4 = , 
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1 Folgen und Reihen 


1.45 a) V 0 = 10, V, = Vo-1,03 = 10,30; V 2 = V 0 1,03 2 = 10,61; V 3 = V 0 1,03 3 = 10,93 (in Mio. t), 

geometrische Folge mit q = 1,03. Beachte, dass hier das erste Glied den Index 0 hat! 

b) V„ = V 0 -q n = 2-Vo => q n = 2, n-lnq = ln2, n = ^ = 23,4 Jahre 

lnq 

c) s = Vo + Vo-q + — + Vo-q n ist eine geom. Reihe mit ai = Vo, q = 1,03 und n+1 Summanden; 

s = Vo-3—^ =M => l,03 n+1 - 1 = 50-0,03 oder l,03 n+1 = 2,5; daraus: n+1 = 31, 

q-1 lnl,03 

n « 30. Nach 30 Jahren. 

d) Wie oben, aber M = 5000; n « 92,8 Jahre 

e) Vi - Vo = d = 0,3; jährlicher Verbrauch am Anfang: Vo; nach einem Jahr: Vo + d; nach 
zwei Jahren: Vo + 2d,..., nach n Jahren: Vo + n d; arithmetische Reihe mit n+1 Gliedern. 

s = ^ • (V 0 + V n ) = • (2V 0 + n • d) = ■ (20 + n • 0,3) = 500; quadratische Gleichung 

für n: ni « 32,6 (n 2 = -100,3 sachlich nicht sinnvoll). Nach 32,6 Jahren. 

n n+ ^ —1 

f) Wie c), jedoch mit q = 1,01: Vo- --= M => n = 39,7 Jahre 

q-l 

1.46 Anfänglicher Verbrauch Vo, Verbrauch nach einem Jahr Vi = V 0 -q,..., Verbrauch nach n Jahren 
V n = Vo-q n . 

q = 1,04: V„ = V 0 -q" = 2-V 0 oder q" = 2 => n = Jy+* 17,7 Jahre 
q = 1,02: n = ^ 2 » 35,0 Jahre. Zeit würde sich etwa verdoppeln. 

n ln 1,02 


1.47 Jährlicher Abschreibungsbetrag A = 3Q °^ - = 750; Restwerte: <3000, 2250, 750, 0) (in €) 


1.48 a) A = 73000 1000 = 9000; 


Restwerte: <73000,64000, 55000,46000, 37000,28000, 19000, 10000,1000) (in€) 

b) R k =R 0 -(l-i) k ; i = l-,pL => i»0,415096; 

V R 0 

Restwerte (in €): 

<73000; 42698,00; 24974,23; 14607,53; 8544,00; 4997,42; 2923,01; 1709,68; 1000) 

1.49 R t =R 0 -(l-i) k ; i-1-.E; i = l-«/J°29_ => i*0,5358411; 
k 0 v 7 ]l R 0 V 200000 


Restwerte (in€): <200000; 92831,78; 43088,69; 20000; 9283,18; 4308,87; 2000) 

Ra 

(1-i) 3 


1.50 R 3 =1191,64; 1-i = 1-0,38 = 0,62; R 0 =-J^- = 5000; Neuwert: € 5000, 


1.51 a)R 5 = 60000 -5 11000 = 5000 

b) A 2 = 11000 = i-Ro-(l-i) = 60000 i (l-i); i (l-i) = 11/60; quadratische Gleichung für i: 

=> ii = 0,2418; h = 1-ii = 0,7582; durch den Abschreibungsbetrag A 2 ist die Abschreibung 
nicht eindeutig festgelegt! 

R 5 = Ro (l-ii ) 5 = 15033,74 bzw. R 5 = Ry(l-i 2 ) 5 = 49,60 
Die beiden möglichen Restwertfolgen lauten: 

<60000; 45491,93; 34491,93; 26151,75; 19828,22; 15033,74) bzw. 

<60000; 14508,07; 3508,07; 848,25; 205,11; 49,60) 

1.52 a)Ro = R 4 +4-9000 = 37000 (in€) 

b) R 3 = Ri + A 4 = 10000 ; i = A^Rs = 0,9; R, = Ro (l-i ) 4 => Ro = 10 8 (in€) 
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1 Folgen und Reihen 


1.53 a) i = => i*0,369043; Rk = Ro (l-i) k ; A k = R k ., - Rk = i R k ., 


Folge der Restwerte Rk (in €): (6309,57; 3981,07 ; 2511,89 ; 1584,89 ; 1000> 

Folge der Abschreibungsbeträge A k (in €): (3690,43; 2328,50; 1469,19; 926,99; 584,89) 
b) Ai = i-Ro; A 2 = i*Ri = i (l-i) Ro = (l-i)-Ai, A 3 = i*R 2 = i (l-i) Ri = (l-i)A 2 ; usw. 
d.h. Ak = (l-i) Ak-i für k =2, 3, 4,(Ak) ist eine geometrische Folge mit q = 1- i. 

1.54 5A S + 4A 5 + 3A 5 + 2A 5 + A 5 = 15A S = 65000 - 5000 => A 5 = 4000; 

<A n ) = (20000; 16000; 12000; 8000; 4000) 

(Rn) = (65000; 45000; 29000; 17000; 9000; 5000) 

1.55 a)€ 125778,93 bzw. €77 217,35 1.56 a) € 116038,26 bzw. € 90919,01 

b) € 330659,54 bzw. €124622,10 b)€ 264135,74 bzw. € 162156,43 

c) € 144865,62 bzw. € 67100,81 c) € 126718,58 bzw. € 86242,54 


1.57 R = 10000; q= 1,06; n= 12 

a) vorsch. Rente; E n = € 178821,38 b) nachsch. Rente; E n = € 168699,41 

1.58 Barwert einer vorschüssigen Rente; B n = = R • —— = £ 261706,42 

q n q n " (q-i) 

1.59 Barwert einer vorschüssigen Rente; a) € 16215,64 b) € 14493,78 c) € 13518,05 

1.60 10001,06=1060,00 

1.61 Holzbestand nach n Jahren: 100000q n - 10000(q"-l)/(q-l) 

a) 172918 m 3 « 173000 m 3 b) 100000 m 3 , da Abholzung gleich Zuwachs pro Jahr 


1.62 Anfangsguthaben 6 Jahre aufzinsen. Die zusätzlichen 
Zahlungen können als eine vorschüssige Rente über 
5 Jahre gesehen werden: 

1000q 6 + lOOqSld =€ 1740,89. 

q i 

Alternativ: Alle Geldbeträge auf den Zeitpunkt t = 6 
einzeln aufzinsen und danach addieren. 


vorschüssige Rente 
0 1 2 3 4 5 <T t 

I f ! I ! J 

1000 100 100 100 100 100 


1.63 i=6%: € 167603,35; i = 6,25%: € 175578,67; prozentueller Unterschied: 4,76% 

1.64 € 10603,60 bzw. € 9818,15 bei Aufschub; Unterschied: € 785,45 

1.65 a) q = 1,08; 20000 + 800- - -L = € 25368,07 * € 25400 

q-1 q 

b) Barwert der jährlichen Erträge R = Barwert der Investition; 


n 10 _i i 

25368,07 = R- -—---ttt =>R = €3780,59 

q-l q 10 


Jahr 

Schuld 

Jahresanfang 

Zinsen | Annuität A | Tilgung | Schuld 
Jahresende 

1 

40000 

3200 

15000 

11800 

28200 

2 

28200 

2256 

20000 

17744 

10456 

3 

10456 

836,48 

A 3 = 11292,48 

10456 

0 


1.67 a) Annuität A = Ko-q n - -3-!- = € 9495,86 
q"-l 


Jahr 

Schuld 

Jahresanfang 

Zinsen | Annuität | Tilgung | Schuld 

Jahresende 

1 

40000 

2400,00 

9495,86 

7095,86 

32904,14 

2 

32904,14 

1974,25 

9495,86 

7521,61 

25382,54 

3 

25382,54 

1522,95 

9495,86 

7972,90 

17409,63 

4 

17409,63 

1044,58 

9495,86 

8451,28 

8958,35 

5 

8958,35 

537,50 

9495,86 

8958,35 

0,00 
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1 Folgen und Reihen 


b) Annuität A = € 5434,72 


Jahr 

Schuld 

Jahresanfang 

Zinsen | Annuität | Tilgung | Schuld 

Jahresende 

1 

40000 

2400,00 

5434,72 

3034,72 

36965,28 

2 

36965,28 

2217,92 

5434,72 

3216,80 

33748,48 

3 

33748,48 

2024,91 

5434,72 

3409,81 

30338,67 

4 

30338,67 

1820,32 

5434,72 

3614,40 

26724,27 

5 

26724,27 

1603,46 

5434,72 

3831,26 

22893,01 

6 

22893,01 

1373,58 

5434,72 

4061,14 

18831,87 

7 

18831,87 

1129,91 

5434,72 

4304,81 

14527,07 

8 

14527,07 

871,62 

5434,72 

4563,09 

9963,97 

9 

9963,97 

597,84 

5434,72 

4836,88 

5127,09 

10 

5127,09 

307,63 

5434,72 

5127,09 

0,00 


1.68 Nein, da die Zinsen im ersten Jahr schon € 70,- betragen; Mindestannuität A = € 70,- 

1.69 a) Annuität A = Ko-q n - -9=L = € 2755,02 b) A = € 2700 

q" -l 


Jahr 

Schuld 

Jahresanfang 

Zinsen | Annuität | Tilgung | Schuld 

Jahresende 

1 

11000 

880 

2700 

1820 

9180 

2 

9180 

734,40 

2700 

1965,60 

7214,40 

3 

7214,40 

577,15 

2700 

2122,85 

5091,55 

4 

5091,55 

407,32 

2700 

2292,68 

2798,88 

5 

2798,88 

223,91 

2700 

2476,09 

322,79 


Kreditrest: € 322,79 

1.70 Angebot A: 6+ 2-^-^L—L- =€16,41 (in Mio.), 

0,08 1,08 7 

1 08 5 —1 1 

Angebot B: 4 • 1,08 • —- r = € 17,25 Mio.; B ist günstiger 

0,08 1,08 5 

1.71 Projekt A: - 30000 + 10000 • . ' = € 17665,40 ~ € 17700 

0,07 1,07 6 

Projekt B: - 55000 + 15000 • = € 16498,09 ~€ 16500; Projekt A ist günstiger 


1.72 a) Abstand 


2_ÜL 


2n+2-2n 


2 

2 

n+l 


n+l 


n+l 

n+l 


b) — < 0,001 

n+1 


N = 2000 


C ) < 0,0001 

n+l 


N = 20000 


1.73 a) lim-!- = 0 b) lim-4- = 0 c) lim-^ T = 0 d) lim(2 + -! r l = 2 

n->» 2n n-»oo p L n-xx> 2n n-xny n ) 

e) limf2—— ^| = 2 f) limf 1 + -!=-! = 1 g) limf—^- + 2! = 2 h) lim— = limfl-- > ] = l 

n ) n-x»\ n ) n->00 \3n L ) n-x» n n-x»\^ n ) 

1.74 a) lim— = limf2 --) = 2 b) lim — = limf--3^1 = -3 

n-xo n n->ooy n J n-xo n n-xo\^n ) 

c) lim^- 1 - = limf 1—O = 1 d) lim 3+2n = limf-^ + 21 = 2 

n ->«0 n n-x«\ n y n-xo n 2 n-xc\ n ) 


e) lim 


(n+3) 


)=i 

g) limfi]"=0 

h) lim 

r+.rirl 

) 

n-xo\3y 

n-xo 

V3y 


= 0 
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1 Folgen und Reihen 


g) 


1.75 a) ^Vn^ = (l; 1,414; 1,732;...) , streng monoton wachsend, nein (bestimmt divergent) 
b) (sin (n• tt)) = (0;0;0;....), ja, Grenzwert: 0 c) (cos(n-7r)) = (-l; + 1;-1nein 

d) (tan(n-;r)) = (0;0;0;....), ja; Grenzwert: 0 e) ^cos 2 (n-/r)) = (l ;1; 1;...), ja, Grenzwert 1 

f) (3 + 2-(-l)*) = (l;5;l;5;l;....) .nein 1 

h) (n mod 2) = (l; 0; 1; 0...), nein 
. _, . 2n-l 2-1/n _ 

n + 1 1 + 1/n 

x n 3 +n 2 -1 1 + 1/n -1/n 3 

C ) - r -=-/- t~~i - > 00 

n+1 1/n + l/n 


(-2) n 


= (-i ; i ; 4 ; ii ; -)’ ja ’ Grenzwert:0 


b ) ,2 


2n -1 2/n-l/n 2 0-0 A 

- ~~ L - io - > -= 0 

1 + l/n 2 1 + 0 


e) 

g) 


1 


1 


^ _ _^_ 

1 + Vn l/ Vn +1 ^ 0 + 1 

n 1 


= 1 


n +1 

J -n 4 +2n 2 +3 -l + 2/n 2 +3/n 4 1 

d)- - -=--— 1~y 1 - > — 

2n 4 +1 2 + l/n 4 2 


1 + Vn 1/n+l/Vn 


-> 00 


h) 


1 + n 1/n + l 0 + 1 

n _ l/Vn 


»JL =0 


1 + n Vn l/ n Vn +1 0 + 1 


1.77 a >— = 


n-1 1-1/n 


-+1 


,. 3n 2 -2n 3-2/n n 3 +n 2 -l 1 + 1/n-l/n 3 

b) -—= - . , —» 00 c) -;-= — ! --V --»°0 


n-1 


1/n-l/n 2 


3n 3 +n 2 +n + l 3 + 1/n + l/n 2 +l/n 3 3 

d) -5- =--- / 7 -»- 

2n 3 +2n 2 + 2/n 2 2 


e) 


n -n 
1 


1/n-l/n 

1 + 1/n 1 1 + 0 =1 


1-1/n 1 + 2/n 1-0 1 + 0 


f)* + 1 


n 1-1/n 1 + 2/n 




1-0 1+0 


, 2/n-l 
g) J — + 


1 1 i 1 1 , , « 

-1- , ,— -; > — 1 H---= —1 + 1 = 0 

1 l-l/V^ 1 + 2/n 1-0 1 + 0 


1.78 bi = ^d; b 2 = 2^-^=bi; b 3 = 4-^= bib„ =nVr- = bi;... jedes Folgeglied b„ ist 

2 2 2 2 4 2 n 

gleich bi = ^d, dieser Wert und nicht d ist somit der Grenzwert der Folge (b n )! 

1.79 Bei jedem n-ten Schritt werden die Dreiecksseiten gedrittelt, während sich ihre Anzahl viervier¬ 
facht; n = 0 bezieht sich auf das Ausgangsdreieck, n = 1 auf die aus dem Ausgangsdreieck 
entstandene erste Figur, einen sechszackigen Stern, usw. 

G 


U 0 =3a- = 3a 


° U,=3a.m'; 


; U n = 3a • ;... (U n ) ist eine geometrische Folge mit dem 


Grenzwert oo. 
V3. 


Ao=a 2 -f; A 1 =A„+3(|) 2 4 = A 0 +3(iJa 2 4 = A 0 ( 1 + I), 


s 


A 2 = A, +3-4-1 ^) # = A,+3.4 


( 


A =A„ 


ß) 

■\ 


V3 


=A »{ 1 + i + ?) =A »{ 1 + i + f^’-’ 


.114 1 /4Y" 1 

1+ l + r9 + "; + 3-l9j 

geom. Reihe 


1 4 

; enthaltene geometr. Reihe: a = -, q = -. 


A n = A 0 • ^1 + y— j -> A 0 • ^1 + y^ j = | • A 0 . Die Schneeflockenkurve besitzt also bei einem 
endlichen Flächeninhalt einen unendlichen Umfang! 
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1 Folgen und Reihen 


L80 a)s~ = f b)s = T 2 


20 


(- 0 , 1 ) 11 

..33, 
b ) 3 = 4 ’ ^ = 4 ’ 8 = 3 

e) a = l;q = -|; s = | 


h) a = 10;q = 0,1; s = ^ i) a = 4;q = -^; s = 4-(2 + ^) 


1.81 a) a = 3; q = ^; s = 6 
d) a = 1; q = —0,1; s = ^ 
g)a = 2;q = -|; s = i 

1.82 a)a = l; q = |; s = | 

.. . 3 5 

d)a = l ; q = -; s = - 

g)a = 3 0,9 5 ; q = 0,9; s*17,71 

22 2 1-022 

1.83 a) 0,2 = — + — + ...; a = —; q = —; 0,2 = -^=- = - 

7 ’ 10 100 ’ 10 ’ 4 10 ’ ’ 1-0,1 9 

v >°*-h + TSS + ” i '-b' m Vi i °’* = 1 


c) s = j = 6 
2 

c) a = 1; q = 0,1; s = 


.. -l 3 
d)s = T = -- 


3 

10 
~9 

1 4 


r\ i i 

f)a = j; q = --; s= 9 


U V 1 1 1 

b) a = -; q = -; s = - 
3 3 2 

v 1 11 

e)a = - J ;q = - I ;s = -- 


Ti' 

.111 

c)a = -; q = -; s = - 

f) a = 3 • 0,9; q = 0,9; s = 27 
h)a = 0,5• 0,8 -2 ; q = 0,8; s»3,91 


29 


c) 0,32 = 0,3 + 0,02; 0,02 = ^-+-^- + ...; a = -?-;q = 0,02 = 4 ; 0,32 = 0,3 + 4 = 

7 ’ * 100 1000 100 n 10 90 90 90 

d) 2,5 = 2 + 0,5; 0,5 = 4 +t 4+"5 a = 4; 9 = ^: 0,5 = |; 2 3 = 2 + I = # 

' 10 100 10 n 10 9 9 9 

^ A ^ _ 2,3,2, 3 , _ 23 , 23 .„_ 2 3.^_l. n öä_ 23 

’ "io + ioo + iooo + ioooo + ‘" ioo + ioooo + '“’ a ioo’ q 100’ ’ 99 

f) 1,04 = 1 + 0,04; 0,Ö4 = -^+-^+--.;a = 4;; q = 4r; 0,04 = 4; 1,04 = 1 + 4 = ^ 

7 100 10000 100 n 100 99 99 99 

g) 3,10 = 3+0,10; 0,10 = 1+^+...; a = l^q = I i 5 ; ftiö-g; 3,^ = 3 + ^ = ^ 

h >°’ 02 =ife + iö5öö + - ;a =i^ = i °’ 02 = <l 

nööl 234 234 ^ 9 234 n 1 xtt 234 ttt . 234 137 

1)1,234 = 1 + 0,234; 0,234 = -^- + —TT- + ...; a = —q = —0,234 = —— 1,234 = 1 + — = — 

' ’ 10 2 jo 6 10 2 10 2 ooo ooo ui 


j)0,123 = 0,1+0,023; 0,023 = ^i + ii+...;a=^-;q = -4; 0,023 = ~; 0,123 = 0,1+ 

’ jq3 jq5 1q 3 ^ 100 QOn OOft 40s 


999 
!3_. 
990 ’ 


999 111 

23 _ 61 
990 “ 495 


a 4 1 1 2 1 

1.84 — = - und a • q = -; daraus a = — in die erste Gleichung eingesetzt, ergibt: q - q — =0; 

1-q 3 3 3q 4 

= !• =_!-!• i+_L+_L+_L+_L+ 

q1,2 2 ,a 3q ~ 6 * 6 + 12 + 24" , ’48 + 96 + ‘“ 

1.85 4- = 22 => a = 27 (l-q); 

1-q 

a + a-q + a-q 2 = a-(l + q + q 2 ) = 27-(l-q)-(l + q + q 2 ) = 27-(q 3 - 1) = 27-q 3 -21 = 26; daraus 
q 3 = ^ und weiters q = i; a = 27-(l-q) = 18; 18 + 6 +2 +| +| +... 

1.86 a) 100+10+ 1+ — + —,... (inm); geom. Reihe: a = 100 m, q = — b) — = 111, i m 

7 10 100 v 7 ’ 6 M 10 7 1-q 

1.87 a)A,=l 2 -l{lJ.=l-I; A 2 =A,- 8 {I) 2 

*--'+*+--£- 4 {- 


8,(8 


+ ...+ 


8 , (8 


1+ i + 


+ ...+ - +... ist eine unendliche geometrische Reihe mit a = 1 und q = -; 
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1 Folgen und Reihen 


ihre Summe ist —!— = 9. Daher limA. = 1——• 9 = 0. 

1-8/9 n-K 0 n 9 

b)U,=4+|; U 2 =U,+|-|; U 3 =U 2 +|-(|J; U„ =4 + | 


’ 8 (s\ 2 rsy 1 

i+-+ - +...+ - 
3 v3/ v3/ 


da 


’ 8 (sY fsY' 1 

1 +-+ - +...+ - 
3 v3y \3y 


über alle Grenzen wächst, gilt dies auch für die Umfange U n : 


limU n =oo. 


Der SiERPiENSKi-Teppich ist eine Fläche mit dem Inhalt 0, aber mit unendlich großem Umfang! 
1.88 Seiten: a; 


a) Umfänge: 4a; 4a • -yj; 2a;... unendliche geometrische Folge 
mit dem Anfangsglied 4a und q = ; Summe: 



rwr 4 - <2 *'® 


b) Flächeninhalte: a 2 ; a 2 • -; .a 2 • -;... unendliche geometrische Folge mit Anfangsglied 
2 4 

a 2 und q = i; Summe: = 2 • a 2 

2 1 - 1/2 



1.89 Seiten: a; ... 

2 4 

3ä 3a 

а) Umfange: 3a; —; —; ...unendliche geometrische Folge mit 

1 3a 

dem Anfangsglied 3a und q = -; Summe: y-= 6a 

б) Flächeninhalte: ^-V3; • V3 ; ^-*V3; ... unendliche geometrische Folge mit dem 

4 16 48 

a 2 

a 2 r 1 T’ V3 a 2 r 

Anfangsglied — • v3 und q = -; Summe: * ^ = — • V3 


1.90 


1.91 


Radien: r;-r~; ; ... 

1 /j\2 

Halbkreisbogenlängen: 7r • r; ;r • r • —; n ' x ’ ; geometrische Reihe mit dem Anfangsglied 

7i-r und q = -; Summe: L = ■ = 2 k • r 

2 1 - 1/2 

Höhen (in m): 2; 2-0,8; 2-0,8 2 ;... 

Gesamtweg: 2 + 2-2 0,8 + 2-2-0,8 2 + .... = 2 + 4-0,8-[l + 0,8 + 0,8 2 + ...] = 2 + 3,2-— = 18 m 

1 — 0,8 




2 Diskrete Systeme 


2 Diskrete Systeme 


2.1 Zinsen am Jahresende: 500-0,04 = 20; bei einer Abhebung von € 20,- bleibt der Kontostand gleich. 
Differenzengleichung: y„ = l,04-y n .i -20 mit yo = 500 

2.2 y n = 1,06-y n -i - 2000; y 0 = 10000 



yi 

Y2 

ya 

Y4 

ys 

ye 

a) 

1,13 

1,56 

1,78 

1,89 

1,95 

1,97 

b) 

1,31 

2,64 

4,30 

6,38 

8,97 

21,21 

c) 

1,25 

2,25 

3,25 

4,25 

5,25 

6,25 

d) 

0,875 

0,563 

0,719 

0,641 

0,680 

0,660 

e) 

0,625 

0,063 

0,906 

-0,359 

1,539 

-1,309 

0 

0,75 

0,25 

0,75 

0,25 

0,75 

0,25 
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2 Diskrete Systeme 
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2 Diskrete Systeme 


Lösung von y n = a y n . 

i + b beim Anfangs wert yo: 





v- 

ii 

'C 

o 

rl- 

>J' a ” + 

b 

—, wenn a * 
1-a 

l; y n = yo-i 

- b-n, wenn a = 1. 



v b ~ b 

a) i=r 2;y °->=r 

4 9 y " 4 1 

i ) +2 

b ) y„ 



c) y„ ={+" 

m |2 

1 

II 

s 


2 x 

y e ) y n 

-A.f-’V 

20 l 2) 

5 

0 y„ = 

~T<r 

■1^4 

Lösung von y n = a y n . 

.1 + b beim Anfangs wert yo 

wie in Aufgabe 2.8: 



a)y„=4(I 

) + 4 

b ) y„ 

+3 

c)y -=-(-!) 

n 

+ 2 


d ) y„ = 1 


e)y.-s{{ 

) +1 

Oy. 

= 1,5 + 0,5-n 

g) y„ 

= 2 

h ) y» =|(- 

Or+f 

o y n 

= 10,5 1,1"- 

10 

j) y„ = 

: 0,5 •(- 

-1,2)"+3 


yo 

yi 

Y2 

Y3 

y4 

ys 

y 6 

y? 

ye 

y 9 

yio 

0,100 

0,180 

0,295 

0,416 

0,486 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,101 

0,182 

0,297 

0,418 

0,486 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 


2.11 a) 


Keine empfindliche Abhängigkeit! 





LOTS 

+ uH_ 

ui1=.1 

K u2=k ul(n - 1) (1 - ul(n - 1)) 
ui2=.1 
u3= 

Der Graph wurde zweimal 
gezeichnet ([F6] Style): einmal mit 
Square , das andere Mal mit Line 





konvergent (oszillierend auf einen 
Grenzwert) 

d) Mathcad: 

k:=3.5 n:=0,1.. 50 

y n := 0.1 if n = 0 

[k yn_i (l -yn-i)] otherwise 

v n := yn 

Die Folge (v n ) wird als Strecken¬ 
zug {Linie) gezeichnet. 


divergent (oszillierend zwischen zwei 
Werten) 



Divergente Folge (schließlich zwischen vier Werten 
oszillierend) 
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2 Diskrete Systeme 



Divergent; die Folgeglieder springen anscheinend willkürlich zwischen 0 und 1 
hin und her, das Verhalten ist “chaotisch” geworden 



Für k = 1 oder 2 besteht nur eine geringe Abhängigkeit der Folgeglieder vom Anfangswert yo; 
sie ist stark für k = 5 (“chaotisch”). 



2.14 Mathcad: 

n := 2,3.. 6 

YO := 1 yi := 1 
y n := 1 — 0.7 yn -2 
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2 Diskrete Systeme 


2.15 Mathcad n := 0,1.. 50 y n := 2 if n = 0 

2 if n = 1 

Vn ’ (0.1 yn-i - 0.5 yn _2 + sin(IOO n)) otherwise 



n 


2.16 Differenzengleichung: y n = l,03*y n -i, yo = 50000; n = 1,2, 3,... 

Lösung: y n = f y 0 ——l-a n + — mit a = 1,03 und b = 0 => y n = 50000• l,03 n 

V l-a ) 1-a 

2.17 y n Kontostand am Ende des n-ten Jahres; y„ = 1,04*y n -i - 20, yo = 500; n = 1,2, 3,... 

Lösung: y n = f y 0 - — ] • a n + mit a = 1,04 und b = -20 => y n = 500; die Abhebung von € 20,- 

V l-a ) l-a 

schluckt genau die Zinsen 

2.18 y n Kontostand am Ende des n-ten Jahres; 

yn = (yn -1 + R)q = y n -rq + Rq; yo = o, wobei q = 1+ i und n = 1,2,3,... 

Lösung: y„ = [ y 0 ]-a" +-— mit a = q, b = Rq => 

\ l-a J 1—a 

y„= fo— 5-lq"+_5_ = R.q.SÜzl =2100-1,05"-2100 

v i-qy i-q i-q 

2.19 a) y n Restschuld am Ende des n-ten Jahres; y n = 1,06*y n -i - A, yo = Ko = 100000 

b) Lösung: y n = fy 0 --^-l a n mit a= 1,06, b = -A => 

V l-a ) l-a 

y n =( K 0 —— |-q n + — = 0; nach n = 10 Jahren soll y n = 0 sein ; daraus 

v q-i ) q-i 

A = K 0 -q" --5lL = 100000-1,06 10 • °’ljf = 13586,80 

0 M q"-l l,06 lo -l 

2.20 a) y, = 1,08-100000 - 20000 = 88000; y 2 = 1,08-88000 - 20000 = 75040; y 3 = 61043,2 

b) y n = l,08*y n -i - 20000, yo = 100000, n = 1,2, 3,...; yi, y 2 und y 3 wie in a) 

c) Lösung: y n = ^y 0 -y^-j-a" y° = 100000, mit a = 1,08, b = -20000 => 

y n = 50000 (5 - 3-1,08 n ); y n = 50000-(5 - 3-1,08") > 0 oder 3-1,08" < 5 
nach Logarithmieren erhält man n < 6,64; damit 6 volle Rückzahlungen 

d) Restschuld (Ende des 6.Jahres). y 6 = 50000 (5 - 3-l,08 6 ) = 11968,85 


2.21 a) y n = 0,5-y n -i + 1, yo = 1, wobei n = 1,2, 3,.... 

Lösung: y„ = (y 0 -^)-a n = 2 (1 - 0,5"). 
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2 Diskrete Systeme 


b) y 0 0; yi = 0,5-y 0 + 1, yi = 1; n £ 2: y„ = 0,5-y„.i mit yi = 1 ... Lösung: y„ = 0,5"''. 
Mathcad: 


n := 0,1.. 15 


Xn := 

Yn := 


1 if n = 0 
0 otherwise 
0 if n = 0 

(0.5-yn-i + Xn_i) otherwise 


Xn 

2 


y n 

$ 


5 10 

n 


15 


li 




10 


15 


2.22 



2.23 <0,5; 1; -6; 0,5; 1, -6;... ), periodische Folge 

2.24 /o, -I, -i, -i, 0, i, —, 0, , ...\ 

2.25 Der genaue Wert des gesuchten Flächeninhaltes (eines Trapezes) ist 2,5. 

x n -i ist Funktionswert an der Stelle t = (n-l)-At; x n -i = (n-1) At + 2; analog: x„ = n At + 2; 

a) At = 0,2: y n = y n -i + 0,2-[(n-l) 0,2 + 2] = y n -i + 0,04 n + 0,36, y 0 = 0; 

5 0,2 = 1 => y 5 ist der gesuchte Flächeninhaltswert; 
yi = 0,40; y 2 = 0,84; y 3 = 1,32; .y 4 = 1,84; y 5 = 2,40 
At = 0,1; y n = y n -i + 0,1-[(n-1) 0,1 + 2] = y n -i + 0,01 n + 0,19, y 0 = 0; 

10-0,1 = 1 => yio ist der gesuchte Flächeninhaltswert; 

yi = 0,20; y 2 = 0,41; y 3 = 0,63; y 4 = 0,86;..., yg = 1,88; yg = 2,16; yio = 2,45 

b) At = 0,2: y n = y n -i + ^ -0,2-[(n -1) 0,2 +2 + n 0,2 + 2] = y n -i + 0,04-n + 0,38; yo = 0; 

5-0,2 = 1 => y 5 ist der gesuchte Flächeninhaltswert; 
yi = 0,42; y 2 = 0,88; y 3 = 1,38; .y 4 = 1,92; y 5 = 2,5 

At = 0,1; y n = y n -i + ^ -0,l-[(n -1) 0,1 +2 + n 0,1 + 2] = y n -i + 0,01-n + 0,195; yo = 0; 

10-0,1 = 1 => y 5 ist der gesuchte Flächeninhaltswert; 

yi = 0,205; y 2 = 0,42; y 3 = 0,645; y 4 = 0,88;..., y 8 = 1,92; y 9 = 2,205; y ]0 = 2,5 









2 Diskrete Systeme 


2.26 Salzmassen y n in g: a) yi = 2; y 2 = 3; y 3 = 3,5 

b) Ausgangssituation: 1 Liter reines Wasser, yo = 0 

In jedem Zeitschritt werden zur vorhandenen Salzlösung von einem Liter noch 4 g Salz 
hinzugefügt, 1 Liter reines Wasser beigemischt und dann die Hälfte der neuen Lösung 
abgegossen; y„ ist der in der Restlösung verbliebene Salzgehalt: 
y n = */2 (y n -i + 4) = !4-y n -i + 2; y 0 = 0 

c) Lösung: y n = 4[1 - (V^)"] -> 4, d.h. der Salzgehalt konvergiert gegen 4 g 

2.27 Von allen auftretenden physikalischen Größen sind nur die Zahlenwerte inden zugehörigen SI- 
Einheiten angegeben. 

u n = (l-k)-Un-i + k-U, uo = 0; k = At/(RC) = At/1 = At; U = 100 
At = 0,l: u n = 0,9-Un-i + 10, uo = 0; 

Lösung: y n = fu 0 --^-Ya n +-^- mit a = 0,9 und b = 10 => u n = 100-(1 -0,9 n ); 

V 1-a ) 1-a 

t = n-At = RC = 1 bedeutet n = 10: uio = 65,13 
At = 0,001: u n = 0,999-Un-i + 0,1, uo = 0; 

Lösung: y n = f u 0 -• a n + mit a = 0,999 und b = 0,1 => 

V 1-a ) 1-a 

u n = 100 (1 - 0,999 n ); t = n-At = RC = 1 bedeutet n = 1000: uiooo = 63,23. 
Zeitkontinuierliche Lösung (siehe „Ing. Mathematik 4“, Seite 145, dort U = 5 V und RC = 0,5): 
u(t) = U-(l-e‘ t/RC ); damit. u(l) = lOO-O-e' 1 ' 1 ) = 63,21. 

2.28 Von den auftretenden physikalischen Größen sind nur die Zahlenwerte in den zugehörigen SI- 
Einheiten angegeben. 

V n = V n -1 + g'At = V n -1 + 0,1 -g, V 0 = 0; 

Lösung von y n = a y n -i + b, wenn a = 1: y n = yo + b-n; somit: v n = 0 + 0,1 -g-n ; 

mit n-At = 0,1 -n = 4 folgt n = 40; v 40 = 0,1 -g-40 = 4-g. Dieser Wert ist unabhängig von der Größe 

der Zeitschritte At. Dies stimmt mit der genauen Formel v = g-t überein! 


2.29 Von den auftretenden physikalischen Größen sind nur 
die Zahlenwerte in den zugehörigen SI-Einheiten 
angegeben. 

Vn = v„.i + (g - k/m-v„.i 2 )-At = 

= v n -i + (10 - 5/9-v„.i 2 )-At, vo = 0; nichtlineare 
Differenzengleichung. 

At = 0,01: n-At = 0,5 => n = 50; 

v n = v„.i + (10 - 5/9 v„.i 2 ) 0,01, v 0 = 0; 
v 5 o = 3,5269 » 3,53 (in m/s) 

At = 0,001: n-At = 0,5 => n = 500; 

V„ = Vn-, + (10 - 5/9 v„., 2 )0,001, v 0 = 0; 
v 5 oo = 3,5104 » 3,51 (in m/s) 



B4 

- f* 

=B3+(10-5/9*B3 A 2)*$B$1 


A 


1 c 

D 

T~ 

At = 

! 0.01 

j 0,001 


2 

n 

Vn 

i v n 


3 

G 

0 

0 


■ 

1 

1 0.1000 

"I JDJD100 


5 

2 

0,1999 

~ 0,0200 


6 

3 

0,2997 

! 0,0300 


7 

.4 

0,3992 

S 0,0400 


"51~ 

40 

I 3,4613 

1 0,4700 1 

52 

49 

I 3,4940 

: 0,4079 ! 

53 

50 

3,5269 

/ 0,4970 | 

5oT 

490 


3,5041 j 

502 

499 


\ 3,5072 ] ! 

503 

500 


i 3,5104 : 


Zeitkontinuierliche Lösung (siehe „Ing. Mathematik 4“, Aufgabe 4.17, Seite 137): 
v(t) = v s tanh^- mit v s = . 





3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 

3.1 a) lim(2x + l) = 2-limx + liml = 2-2 + 1 = 5 

x->2 x->2 x->2 


b)limx 2 = lim x-lim x = 3-3 = 9 


x->3 x->3 


o lim (2-4x) lim 2-4- lim x _ , , „ 

c) = ^ 1 1 = 


x ->-1 X 


lim x 

x —> -1 


f) lim 


fi-lv 

= lim^- 

liml 

_ 1 

limx- 

\2 ) 

x->o 2 

x->0 

~~ 2 

x->0 


= lim 

-lim 

2 _ 

— • lim x 

V2 x) 

x->3 2 

x->3 

X 

2 x-»3 

1 

CS 

X 

Tf 

1 

lim (l-4x 2 ) 

x-»0 

1-4- 

0-1 

X + l 

lim (x+l) 

0+1 

i 


g) lim(l-x 3 )= lim 1-f lim x] = 1 — (—2) 3 = 27 

x->-2 v ' x-»-2 \x-*-2 ) 


h) lim[-x + x 2 —| = lim(-x) + limx 2 - 

x->l\ X+l ) x —>1 x —> 1 


lim 2 _ 

-= -l + l 2 —?_ = -! 

lim (x+l) 1+1 


3.2 a) Definitionslücke: xo = 0 (Nenner ist null); lim — = -oo ; lim — = oo ; xo = 0 ist daher Polstelle 

x-*0- X x-> 0+ X 

b) Definitionslücke: xo = 0 (Nenner ist null); x * 0: - = 1; lim — = lim 1 = 1; Funktionsgraph 

X x —> 0 X x-> 0 


besitzt Lücke an der Stelle xo = 0 
c) Definitionslücke: xo = 2 (Nenner ist null); x * 2: 


x 2 -4 _ (x-2(x+2) 


x-2 


x-2 


= X + 2, 


lim (x + 2) = 2 + 2 = 4; Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle x 0 = 2 

x —> 2 

d) Definitionslücke: xo = 1 (Nenner ist null); x * 1: * = x — = x 2 , 


X—1 


x-1 







zu a) 


zu b) 
x-1 


zu c) 


|0 1 
zu d) 


e) Definitionslücke: xo = 0; lim — = +oo ; lim — = -oo ; xo = 0 ist Polstelle 

x-> 0- X x-> 0+ X 


f) Definitionslücke: xo = 1; 
(x 2 + 2x - 3) : (x-1) = x + 3 

X 2 - X 


lim 


x-1 
x 

x 2 +2x-3 


= lim(x + 3) = 1 + 3 = 4; 

x —> 1 


3x - 3 
,3x^3 


>i x-1 

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 1 


0 0 

g) Definitionslücke: xo = 3; 

(x 3 - x 2 - 6x): (x - 3) = x 2 + 2x 
x 3 f_3x 2 
2x 2 -6x 
_2x 2 +6x 

"Ö” 0 


lim 


x 3 -x 2 -6x 


= lim(x 2 + 2x) = 3-3 + 2-3 = 15; 

x-> 3 


x —> 3 X-3 

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 3 


18 



3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


h) Definitionslücke: xo = 1; x 3 -x 2 +2x _ + 2 + 2 

(x 3 - x 2 + 2x): (x -1) = x 2 + 2 x_l X_1 ’ 

_ lim 

+2x x - >1 - 

2x r 2 xo = 1 ist Polstelle 

0 2 


f x 2 +2 + -^- | = -oo ; lim[x 2 +2 + -?- 
v x —1 / x —► 1 +V x — 1 



i) Definitionslücke: xo = 0; x * 0: -—— = x '^ x = x - 2, lim (x - 2) = 0 - 2 = -2; 

X X x-*0 

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 0 

j) Definitionslücke: x 0 = 0; x * 0: ^ 2+x ^ ~ 4 = x '^ x — = x + 4, lim (x + 4) = 0 + 4 = 4; 

X X x-»0 

Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle xo = 0 

k) Definitionslücke: x 2 -2x+l=0 => Xi 2 = 1; x * 1: — 7 X - ~ x+1 = x +1 (Polynomdivision), 

x - 2 x+l 

lim (x +1) = 1 +1 = 2; Funktionsgraph besitzt Lücke an der Stelle x = 1 

x-> 1 

l) Definitionslücke: x 2 -2x+l=0 => x J>2 = 1; x * 1: x * x ~ x_1 = x + 3 + (Pol. div.) 

x - 2 x+l x —1 

lim [ x + 1- ——r- 1 = °° ; lim f x 2 +2- ^- 5 - | = oo; x = 1 ist Polstelle 

*- 1 -^ (x-l) 2 J (x-l) 2 J 



19 







3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 



xo = 1: Sprungstelle; 


X—> 1 - X—1 

x-|x-: 


lim- 

x— >1+ x —1 


i = -l 

L + i 


xo = 0: Stelle mit 
Lücke im Graphen; 

lime xJ =0 

x->0 


xo = 0: Sprungstelle; 
lim —— r = 0 ; 

x—>0- __ 

1 + 2 x 

lim —-—— = 1 

x—► 0+ __L 

1 + 2 x 

xo = 0: Stelle mit 
Lücke im Graphen; 

lim-= 1 

x->0 X 



-3-2-1 0 1 2 x 3 


-2 

-4 




xo = 0: Sprungstelle; 

l 

lime x = 0; 

x->0- 

J_ 

lim e x = oo 

x-»0+ 


xo = 0: Stelle mit 
Lücke im Graphen; 

lim———j- = 0 

x-> 0 I 

l + e x 


xo = 0: Sprungstelle; 
\_ 

v eX _1 1 

lim—;-= -1; 

x->0- 1 

e x +1 

l 

e x -1 

lim —j—- = 1 

x-+0+ 1 

e x +1 

xo = 0: Polstelle; 

.. cosx 
lim - = -oo; 

x->0- X 
.. COS X 

lim - = +oo 

x->0+ X 



xo = 1: Sprungstelle; 

lim arctan —— = —; 

1 — x 2 

lim arctan—!— = 

*->'+ 1 — x 2 



xo = 0: “Oszillations¬ 
stelle”; 

hier gibt es keinen 
Grenzwert! 


3.4 


a)lim-— 1 =lim 

x— > 1 x—1 x—> 1 


(x-IXx+l) 

x-1 


= lim(x +1) = 2 


b) lim- 

x+X 



2 


= lim x -■— = lim-!=- = 1 
x-»IX (X-1) x+X 


vi. x-2 .. x-2 1 

c) lim—=— = lim————— = - 

x— >2 2x -8 x— >2 2(x—2)(x+2) 8 

d) Polynomdivision: (x 2 -x - 6):(x - 3) = x+2; lim x ~ x ~ 6 = lim ^ x ~ 3 ^ x+2 ^ = lim(x + 2) = 5 

x —> 3 X—3 x—> 3 X—3 x—> 3 


e) lim - 

' 3+ X 


x+2 

*-x-6 


= lim 


x+2 


x-»3+ (x-3)(x+2) 


= +00 


f) lim = lim -— *** 

x-»l- X 2 —1 x—►!- (x _ l)(x+l) 


lim —— = -oo 

x->l- x-1 
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


- . v (x+1) r (x+1) r x+1 

3.4 g) lim = lim ' = lim —- = +oo 

x-> 1+ x 2_| x->l+(x-l)(x+l) x->l+ X—1 

x 3 +l .. x 3 +l x 2 +x+l 

h) lim -r— = lim -———- = lim-— = -oo 

x— > 1— X 2 -1 x— > 1— (x + l)(x-l) x— > 1- X—1 

i) Polynomdivision (x 3 + 8) : (x+2) = x 2 -2x + 4; lim —— = lim (x 2 - 2x + 4) = 12 

x-> -2 X+2 x->-2 

2 ^_X 1 

j) Polynomdivision (x -7x + 12): (4 - x) = 3 - x; lim — -= lim -— = -oo 

x->3+x —7x + 12 x->3+3—X 


k) lim-£= = limVx =0 1) lim x+ ^* = lim(Vx + 2 )= 2 

x->0 Vx x ~* ® x-> 0 x x-»0 v ' 

m) lim = lim ^ l)(Vx+l) _ + \)= 2 n) lim s fo - 2x = lim- 2sinx cosx = lim 2 cos x = 2 

x-»i Vx-1 x—> 1 Vx-1 x-»r ’ x->o sinx x ->0 sin x x->o 


v tanx .. srnx . 

o) lim—— = lim--= 1 

x->o sinx x->osin x cosx 


x l-cos2x .. 2-srn 2 x A . A 

p) lim-= lim-= lim 2 sin x = 0 

x-*o sinx x-»o sin x x->o 


3.5 a) lim V3-x =0 b) lim -JL = 00 c) lim ln x = -00 d) lim tan x = -00 

x —>3- x-»0 +Vx x->0+ X-+-+ 



limsgn(x)--1; lim sgn(x 2 ) = 1; lim sgn(x-l) 2 =1; lim sgn(x-l) 2 =1 

x_>u ~ x-»0- x —> 0— x-> 1- 

limsgn(x) = +l , im sgn(x 2 ) = 1 Hm sgn(x-l) 2 =1; lim sgn(x-l) 2 =1 

X —► 0+ X —► 1+ 


3.7 a) Unstetigkeitsstelle: 0 b) Unstetigkeitsstellen: -1,1 


3.8 


a) Unstet.stellen:..., -2T, -T, 0, T, 2T,... sowie ..., T/3 - 2T, T/3 - T, T/3, T/3 + T, T/3 + 2T,... 
lim y(t) = 0; lim y(t) = 1 

t-> 0- t-> 0+ 

b) Unstetigkeitsstellen:..., -2T, -T, 0, T, 2T,...; lim y(t) = 1; lim y(t) = 0 

t-> o- t-> o- 


3.9 


a) lim Q(x) = F'^ = F-F-^; lim Q(x) = -F; 

x —> a- L L x-» a+ L 

die beiden einseitigen Grenzwerte sind an der Stelle 
xo = a ungleich, weshalb die Funktion Q(x) dort unstetig 
ist. 


b) Q(x) = 


J 750 N 
{-250 N 


für 

für 


x <0,5m 
x > 0,5 m 
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


3.10 Stetigkeit heißt, dass der Grenzwert gleich dem Funktionswert ist: 


a) lim(2x + l) = 2- 2 + l= 5 

x -> 2 

b)lim 

x->3 

X 2 =3-3 = 9 

c) lim 2_4x = 

x—>—1 X -1 

d)lim f^-ll = ^-l = -l 

e) lim 1 


f)lim'- 4x2 =l 

x->o ^ 2 J 2 

x ->3 \ 

<3 x J 3 

x->0 X+1 

g) lim(l-x) 3 = 27 

x->-2 

h) lim 

x —► 1 

f-x + x 2 - — 

l x+1 

) i+i 



Unstetig bei xo = 1; 

lim y(x) = 2; lim y(x) = 1 



Unstetig bei xo = x/2 = 1,57; 
lim y(x) = 1; lim y(x) = 0 



Unstetig bei x 0 = 0; 



Stetige Funktion 



Unstetig bei xo = 1; 
lim y(x) = 3; lim y(x) = 2 


f) y 2 

1- 



-3 -2 -1 

0*23 


X 

-1 


-2 



Unstetig bei xo = 1; 
limy(x) = -l; lim y(x) = l 



j) y 2 


1 1 


-3 -2 -1 ' 

-1 

-2 

0 1 2 3 

X 


Unstetig bei xo = 0; 
lim y(x) = lim y(x) = 

x->0- x->0+ 

= lim y(x) = 1 



Unstetig bei -1 und 1; 
lim y(x) = l; lim y(x) = -1 

X—►— 1— x—>— 1 + 

limy(x) = -l; limy(x) = l 

x—>1— x —► I+ 



-3-2-1 |0 1 2 3 


Stetige Funktion 



limy(x) = -l; lim y(x) = l 

x—►! — x—>1+ 
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 

3.12 Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert müssen gleich sein (und zwar gleich dem 
Funktionswert): 

a) x = 1: 1+c = -1 => c = -2 b) x = 0: 2-0 + c = e‘° => c = 1 c) x = 2: 2 3 + c = 2 2 + 1 => c = -3 

3.13 Unstetig an allen Stellen gleich einer ganzen Zahl außer null; 

Sei xo eine negative ganze Zahl, etwa -2 : lim int(x) = -2; lim int(x) = -2+1 = -1; analog bei allen 

x->-2- x->-2+ 

negativen ganzen Zahlen. 

Sei nun xo eine positive ganze Zahl, etwa 2 : lim int(x) = 2-1 = 1; lim int(x) = 2; analog bei allen 

x->2- x->2+ 

positiven ganzen Zahlen. 



stetige Funktion unstetig bei xo = 0 stetige Funktion unstetig bei xo = 0 


3.15 2 


1 


-3 -2 -1 

0 12 3 

unstetig bei xo = 1 


c) 2 -, 

y 


-2-1 0 1 2 3 4 

x 


unstetig bei xo = 1 unstetig bei x 0 = 1 und x\=2 stetige Funktion 

3.16 a) lim - = 0 b) lim — 1 = 0 c) lim \ = 0 d) lim —= 0 e) lim - 0 

x—>±oo X x—>±co x-2 x->±® x x->±oo 3-x x—>± oo x+2 

f) lim — = lim fl + -1 = 1 g) lim i h) lim = lim ^ x+2 \ 1 = lim fl—!—1 = 1 

x—>±oo X x—>±°o y X J x-*±oo\^2 X / 2 x->±00 x + 2 x—>±oo x+2 x—>±00\^ X+2/ 

i) ^ = (x^^ = 0 c ± j/xi. lim n + n =0 

x 3 x 3 /x 3 1 x->±«oy X X 3 ) 

j ) 6x 2 -3 _ (6x 2 -3)/x 2 _ 6-3/x 3 , lj m - 6 ~° - 2 

J 2x 2 +x-l (2 x 2 +x-1)/x 2 2+1/x-l/x 2 x ^ ± * 2+1/x-l/x 2 2+ °-° 

k) = 1 —; lim 1 — = oo (Zähler geht gegen 1, Nenner geht gegen 0) 

2x+1 (2x+l)/ x 2 2/x + l/x 2 x - >± *2/x + l/x 2 

... 3x 3 -x 2 +l _ (3x 3 -x 2 +l)/x 3 3-l/x + l/x 3 ^ 3-l/x + l/x 3 _ 3-0+0 _ ^ 

x 3 +x-4 (x 3 +x-4)/x 3 1+l/x 2 -4/x 3 ’ X ™*l+l/x 2 -4/x 3 1+ °-° 
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


3.17 Da auch die Asymptoten gefragt sind, wird die Polynomdivision angewandt: 

a) y = ~~j- = x 2 :( x ”l) = x + l + -^-j- => Asymptoten: x = 1; y = x+1; 

b) y = 2x ~ 3x ~ 1 = (2x 2 -3x-l):(x-2) = x-l--^ => Asymptoten: x = 2; y = 2x+l 

c) y = = (3x 3 ):(x 2 + l)=3x—=> Asymptote: y = 3x; 


d) y = ——^- = (2x 3 -x + l):(l-x 2 )=-2x- — => Asymptoten: x= 1; x = -1; y = -2x; 

l-x^ v / \ / x-1 

e) y = 2 X (x~- 2 ) = ( x * ~ 2 ) : ( 2x - 4 )= \ x + 1 + ^2 => Asymptoten: x = 2; y = | x + l; 




' x 2 -l ' 7 v 7 2*(x-l) 2 (x+l) 

=> Asymptoten: x = 1; x = -1; y = 1; 

hier fuhrt die Polynomdivision auf „1 + oo - oo“; daraus ist der 
Grenzwert nicht erkennbar. Daher wird durch die höchste 
vorkommende Potenz von x dividiert: 

x 2 _ x 2 /x 2 _ l/x 2 # .. l/x 2 0 

^ITx 2 /x 2 -i/x 2 "mä 2 "’ 

g) y = 2x _l x =(2x 3 -x): (x 2 )-2x=> Asymptoten: x = 0; y = 2x; 

h) y = 4x3 Z^l = ( 4 X 3 - x 2 ): (x 2 +1) = 4x -1 + => Asymptote: y = 4x-l 

X^+l X +\ 



3.18 a)limlg—= lim(lgl-lgx)=-oo, dalgl = 0 b)limlnVx = limf^-lnxl = oo 

X-MO X —>00 X ->00 x->oo\^2 J 

c) lim^- = lim^^ = lim2 = 2 d) lim^^- = lim lg 10+18 x = limf —+ ll = 1 

x->oo lnx x—>oo lnx x >oo x —>qo lgx x->°o lgx x->oo^lgX J 


e) lim = lim J^ = lim J 1 + \ = 1 f) lim = lim = — = 1 

X->«0 x X->CO y X Z X >00 \ X x-,00 1 + 2 X x->oo _L +1 0 + 1 


g) lim x+smx = limf 1 + ] = 1 + 0 = 1, da -1 < sinx < 1 und deswegen lim = 0 

x—> oo x x->ooV x J x ->00 x 


h) lim x+ — x = lim-— = lim^- = 1, da wieder lim = 0 und lim = 0 

x->«X + COSX x-x»j^COSX x->oo l + o x-*co X x->» X 

X 

i) lim tanh x = lim ^— = lim 1-e - - = lim tjj- = 1, da lim e _2x = 0 

X->00 X—>00 g X _(_ e — X x-**> 1+e x->00 1+0 X—>00 


j)}^ 1+e -^ =50>da !™ e_0 ' K " 40, = 0 





3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 


3.19 a) lim ^—\ = +oo 
x->2+ 2x-4 

x 2 -l 

b) lim-= -oo 

x->2- 2x-4 

N r x 2 -l .. 1-l/x 2 

c) lim -—- = lim ' , , = +00 

x—>+oo 2 x— 4 x—>+oo 2 /x-4/x 

x 2 -l 1-l/x 2 

d) lim -—- = lim , i , = -oo 

x— >-oo 2x-4 x— >+oo 2/X-4/X 


3.20 a) lim —- = +oo 

x->0+ X 

b) lim —- = -oo 

x->0- X 


-6^-2 0 \p 4^ 


c) lim —- = limfx 2 +il = +oo —i—V- 1 — 

x—>+oo X x—>+ ooy X ) “2 \ 0 2 X 

d) lim limfx 2 +il =+oo \ 

x —>—oo X x->-«\ X J 

3.21 limf4;r-e 0 . r ^ r+x ^ = 47r-g 0 •r-lim^- = 47r-e 0 •r*limf- + ll = 4^-e 0 r 

x—>oo y X J x >00 x x->«\x J 

3.22 a) = limfG• M• m• fi—-Y| = G-M-m-fi-lim-!-) = GMm-i = 6,2510 7 J 

h—>oo y vr r+h )) Vr h-*«r+h,/ r 


b) Fluchtgeschwindigkeit v = J— 00 « 40250 km/h 

V m 


3.23 lim|^3,00A|l-e 7 ’ 5 JJ = 3,00A|l-lime 7,5 J = 3,00 A • (1 - 0) = 3,00 A als “Endwert”; 
t = 3x: i = 2,85 A = 95% des Endwertes; i = 5x: i = 0,99 A = 99,3% des Endwertes 


3.24 lim] 5<5 0 • 1-0,8-e r =5^ 0 - 1-0,8-lime T \ = 5S 0 -0,8-0 = 53 0 


3.25 lim 2;rr x = 2;rr 2 • lim-^- = 27rr 2 ■ lim—!— = 27rr 2 « 2,5-IO 8 km 2 , Halbkugelfläche 

x->oo r+x x->oo r+x x->oo j 
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4 Differentialrechnung 


4 Differentialrechnung 


4.1 


a)k= lim — = lim * (X ° +Ax)-2-[ix„- 2 ] = , im jAx^l; 

Ax->0 Ax Ax-*0 AX Ax->0 Ax 2 

Tangente: y = k-x + d = ^x + d; P(2/-l) => d = -2; y = ■^■■x-2 


b) k = lim — = lim ± Ax)2 + 2 ~ N + 2 ] = , im Ax < 2x ° + Ax > = 

Ax-»0 Ax Ax->0 AX 


lim - 

Ax-»0 


Ax 


lim (2x 0 + Ax) = 2x 0 = 4; 


Tangente: y = k-x + d = 4x + d; P(2/6) => d = -2; y = 4x - 2 


c) 


k - Hm ^y = lj m 0,5(x 0 + Ax) 2 +1 _ 0>5 xq +1 _ Ax(x 0 + 0,5Ax) _ 

Ax->0 Ax Ax->0 Ax Ax->0 Ax 

= lim(x 0 +0,5-Ax-x 0 ) = x 0 =1; Tangente: y = 1-x + d; P(l/1,5) => d = 0,5; y = x + 0,5 


d) 


k = lim ^ = lim (X ° +AX)3 ~ X ° = lim ^ x i +3x -° Ax + ( Ax ) 2 ) = lim 

Ax->0 Ax Ax->0 Ax Ax->0 Ax Ax->0 

= lim (3xq +3x 0 Ax + (Ax) 2 )=3xq = 3; Tangente: y = 3-x + d; P(l/1) => d = -2; y = 3x-2 

Ax—kO' ’ 


(3xo + 3 x 0 Ax + (Ax) 2 )= 


e) 


k = Jim ^L— lim 2 ( x o+ Ax ) 3 -1-[2xq-i] = ljm 2Ax(3xjj + 3x 0 Ax + (Ax) 2 ) = . 

Ax -»0 Ax AX -+0 Ax ax-»o Ax 

= lim 2-(3xJ+3 x 0 Ax + (Ax) 2 )=6xq =6; Tangente: y = 6x + d; P(-l/-3) => d = 3;y = 6x + 3 

Ax—.0 ' ' 


f) k= ljm — = lim 2(x ° + Ax) 2 -4(x 0 + Ax) +1 -fexg -4x„ +1] _ |jm 2-Ax(2x„+Ax-2) 

Ax->0 Ax Ax-»0 Ax ÄX-+0 Ax 

= lim 2 • (2x 0 + Ax - 2) = 4x 0 - 4 = - 4; y = -4x + d; P(0/1) =>d=l: y = -4x+l 

Ax-»0 


A - x . .. Ay .. ((x + Ax) + 2) 2 - (x + 2) 2 Ax (Ax + 2x + 4) ~ „ 

4.2 a) k = lim — = lim -- — L ^= hm -- = lim (Ax + 2x + 4) = 2x + 4; 

Ax->0 Ax Ax-*0 Ax Ax->0 Ax Ax->0 

2x + 4 = 0 => x = -2; P(-2/0); Tangente: y = 0 
b) k = lim = lim (-(x + Ax) 2 +2-(x + Ax)-4)-(-x ; +2x-4) = |jm -2x-Ax-Ax 2 +2-Ax = 

Ax->0 Ax Ax-»0 AX Ax-*0 Ax 

= lim (- 2x - Ax + 2) = -2x +2 = 0 => x=l; P(l/-3); Tangente: y =-3 


.. (2*(x +Ax) 3 +(x +Ax) 2 -l)-(2x 3 +x 2 -l) ( c 2 * A 0 A 2 

c) k = lim 3— --— - L -*- 1 = lim (6x 2 + 6x • Ax + 2 • Ax + 2x + 

Ax->0 Ax Ax-»0 

= 6x 2 + 2x = x(6x + 2) = 0 => xi = 0, X 2 = -1/3 = -0,333 (Produkt-Null-Satz); 
Pi(-0,333/-0,963), Tangente ti: y = -0,963; P2(0/-l), Tangente t 2 : y = -1 


Ax) = 
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4 Differentialrechnung 


4.3 a) f(x) = (x-2) 2 , k = 2: 

k= lim — = i im (x + Ax- 2 ) 2 -(x- 2 ) 2 = lim Ax (2x + Ax - 4) _ Iim(2x + Ax _ 4 ) = 2x . 4 = 2 

Ax->0 Ax Ax->0 Ax Ax->0 Ax Ax-»0 

=> x = 3; f(3) = 1; P(3/l); Tangente: y = 2x + d; 1 = 2-3 + d => d = -5; y = 2x - 5 
b) f(x) = x 2 - x, k = 3: 

k = lim — = lim — *f(x + Ax) 2 -(x +Ax)-(x 2 -x)l= lim — -Ax-(2x + Ax-l) = 

Ax->0 Ax Ax->0 Ax LV ' V n Ax->0 Ax 

= lim(2x + Ax-l) = 2x - 1 = 3 => x = 2; f(2) = 2; P(2/2); 

Ax->0 ' 

Tangente: y =3 x + d; 2 = 3-2 + d => d = -4; y = 3x - 4 



Tangente 



Spitze an xo = 1, keine 
Tangente 



Spitze an den Stellen xi = - V2 
sowie X 2 = V2 , dort keine Tangente 



Spitze an den Stellen xi = 1 sowie 
X 2 = 2, dort keine Tangente 



unstetig an der Stelle x<> = 1, 
dort keine Tangente 

4 



-1 |0 1 

Spitze an x 0 = 1, keine 
Tangente 


4.5 a)y' = 3x 2 ;y'(l,5) =6,75; b)y’ = 8x 7 ;y'(l,5)= 136,7 c) y' = -J= ? ;y'(l,5)=0,254 


d)y' = -4;-0,593 


g)y' = 6x 5 ; 45,56 


e)y'=—W=- T i r ; -°’ 272 

2-Vx 3 2-xVx 


f)y'=-4; °> 593 

x 


if ,_5 _ 5-Vx^ _ 5-x-Vx , 

2 


i)y f = —*x 2 — =^1;4,593 


2 2 
1 


k)y' = -x-x 3 =- 

2 2-Vx 


2-x-Vx 


; - 0,272 


m)y' = -|x' 2 =-; -0,544 

2 2-x 2 Vx 

0 ) y ' = - e J= ±?’°’ U9 


4.6 a) y‘ = 2x, y‘(l) = 2; tana = 2 => a = 63,4° 

b) y' = —!=; y‘(2) = 0,210; tana = 0,210 

3 Vx 2 

c) y‘ = e x ; y‘(0) = 1; tana =1 => a = 45° 


h)y r = --x 2 = —; 1,837 
2 2 

j)y '4 x4 =d/r 0 ’ 582 

1)y ' = ! x4= 4r ;0 ’ 582 

n)y' = -4 1 =-4 r ;-0,272 

2 2-xvx 

4 - 4 

p)/=V 3 =—r^ ; -°> 518 

3 3x 2 -Vx 
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4 Differentialrechnung 


d) y‘ = 2 x ln2; y‘(0) = 0,693; a = 34,7° 
f) y' = —V-; y‘(0)= l;a = 45° 

COS X 

h)y' = - r i-;y‘(0) = l;a = 45° 


vl—X 


e) y'=y y‘0) = i; « = 45° 

g)y‘=-sinx; /(§) = -!; a = -45° 
i) y‘ = cosh x; y‘(l) = 1,543; a = 57,1° 


4.7 a)y’ = 2x = tan30° = 0,577 =>x = 0,289 b) y' = —= tan25° = 0,466 =>x = 0,604 

3-Vx 2 

c) y' =-U= = tan (-30°) => x = 0,909 

2-vx 3 

e) y' = —- 


d)y‘ = e x = tan 45° => x = 0 


= tan 60° => x = ± 0,708 + k -n , k ganze Zahl 

COS X 

f) y‘ = sinh x = tan 45° => x = 0,881 

4.8 a) x-Koordinate(n) der Schnittpunkte von y = fi(x) = x 2 und y = f 2 (x) = Vx : x 2 = Vx , daraus 
nach Quadrieren x 4 = x oder x 4 - x = 0; 

Herausheben: x-(x 3 - 1) = 0; Produkt-Null-Satz: x = 0 sowie x 3 - 1 = 0; Lösungen: xi = 0 
sowie X 2 = 1; Beschränkung auf die positive Lösung X 2 = 1. 

fi‘(x) = 2x; fi‘(l) = 2 = tana; f 2 ‘(x) = ^=;f 2 ‘(l) = \ =tanß; 

tan cp = tan(a-ß) = tana tan ß —I- = - => cp = 36,9° 

r v 1+tanatanß i+2-I 4 Y 

b) Wie Beispiel 4.5, Seite 101 im Lehrbuch, aber mit vertauschten Bezeichnungen für fi(x) und 
f 2 (x); = Vx ; Quadrieren und Umformen: x 3 - 1 = 0; Lösung: xo = 1; fi‘(x) = ; 

fi‘(l) = -1 = tan a; f 2 ‘(x) = —; f 2 c (l) = ^ = tan ß; tan cp =-Ly = -3 => cp* =-71,6°. 

2Vx 9 i . / ix * 


l+(-l 


Der Winkel wurde, weil negativ, mit cp* bezeichnet. Addiert man 180° zu cp*, so erhält man 
cp = 108,4° als Schnittwinkel. Genau so gut könnte man den dazu supplementären Winkel 
180° - 108,4° = 71,6° als Schnittwinkel nehmen. 

c) x = ~; Schnittstelle x 0 = 1; fi‘(x) = 1 = tan a; f 2 ‘(x) =--K ; f 2 l (l) = -2 tan ß; 

x 2 X 

tancp = y ^ = -3 => cp* = - 71,6°; Schnittwinkel cp = cp* + 180° = 108,4° oder supplementär 

180°-108,4° = 71,6° 

d) Rechnung im Bogenmaß: sin x = cos x; Division durch cos x: tan x = 1; Lösung in 0 < x < n: , 
xo = 0,785 = 7i/4; fi‘(x) =cos x; fi‘(7c/4) = 0,707 = tan a; f 2 ‘(x) = -sin x; 

f 2 ‘(*/4) = -0,707 = tanß; tan(p = = 2,828 =* <p= 70,5°. 

e) Rechnung im Bogenmaß: cos x = tan x = sin x/cos x; Multiplikation mit cos x: cos 2 x= sin x 
oder 1 - sin 2 x = sin x; setzt man u = sin x, so erhält man eine quadratische Gleichung für u: 
u 2 + u- 1 = 0; ui = 0,618 , U 2 = - 1,618; 

sin x = 0,618 => xo = 0,666 (sin x = -1,618 ist nicht möglich, da ein Sinuswert zwischen -1 
und 1 liegt). 

fi‘(x) =sin x; fj‘(xo) = 0,618 = tan a; f 2 ‘( x ) = —; f 2 ‘(xo) = 1,618 = tan ß; 

cos 2 X 

+ 0 , 618 - 1,618 - l tt _ OAO 

v 1 + 0 , 618 -(— 1 , 618 ) ”0 v 
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4 Differentialrechnung 


4.9 a) f ‘(x) = 3x 2 ; f ‘(1) = 3 = -l/k N => k N = f(l) = 1; Berührpunkt P 0 (l/1); 


Normale y = x + d; 1 = 1 + d => d = y; y = -^ -x + y 

b) f‘(x) = e x ; f‘(0) = 1 =-l/k N => k N = -l; P 0 (0/1); y = -x + d; 1 = 0 + d => d = 1; y = -x + 

c) f ‘(X) = - 4 = ; f ‘(4) = 1/4 = -l/k N => k N = -4; P 0 (4/2); y = ^tx + 18 

2 Vx 

d) f‘(x)= yf‘(l) = l =-l/k N => k N =-l;P 0 (l/0);y = -x + l 

e) f‘(x) = coshx; f‘(1) = 1,543 = -l/k N => k N = -0,648; P 0 (l/l,175); y = -0,648-x + 1,823 

f) f‘(x)= — ;f‘(0)=l=-l/k N => k N = -l;P 0 (0/0);y = -x 

1+x 2 


4.10 f‘(x)=-—= -- => xi = V2 oder X 2 = -V2 
x 2 


4.11 a)y’ = 3x 2 


b) y’=4x 


v 1 ,1 

c)y= — x >y = 2 


d )y’=-2-x- 2 =-4 e)y=I x-'; y’=--L f) y = X - 2 ;y’ = -A 

x 3 3-x x 

g)y=4-x' 3 ; y' = --T7 h)y = 9-x 2 ; y’ = 18x i)y= x V3 ; y' = 4=r 

4 4x 4 3-Vx 2 

j)y= X 3/2 ; y'=l^i k) y = X V2 ; y' = _L l)y = V2-x' /2 ;y'=^i- 

m )y=i-x- V 2 ;y'=-d^r n)y =i' xV2;y '=^i m)y=x5/6; y '=^ 


4.12 a)y = lnx-ln5; y' = ^ b) y = lnl-ln(5x) = 0-ln5-lnx; y' = -i 

c) y = | lnx = | lnx; y' = ^ d) y = i-ln(2x) = |-( ln2 + lnx )=4 In2+ | lnx; y ’ = ^ 

e)y = 2 Igx-lg 10 = 2~j-lnx- 1; y’ = 

4.13 a)y’ = 4x + 2 b) y' = l—y c) y‘= 4x 3 + 8x + 2 d) y' = --y + -^- 


e) y'=-A+4+^ 

2x 4 x 4 


f)y4x + !;y'=J g)y = l + x-';y' = -4 

2 2 2 x 


h)y=2 -x +j'X ;y= 2 -^ 


i ) y =^- x ' / 2 + vi ;y '=^ 


4.14 a)y' = sinx +—b) y = y• tanx; y' = —L— 
cos x 2 2 cos x 


c)y'4+e‘ 


d) y = --x 2 ---2 x ; y' = --(6x-2 x -ln2) e)y' = — f) y = x + 3-—4-lnx; y , = l+ , 3 ,» 

4.15 Anwendung der Produktregel: 

a)y‘ = 4x-5 b)y‘=8x + 4 c)y‘=4x 3 + 3x 2 -2x-1 d)y' = —L + 4x-4 

2-Vx x z 

3 

e) y = 1 -x; y' = -l f)y = Vx + x 2 +x; y'= ^=+|-Vx+1 

4.16 a) y' = -3a 2 ' -x 2 -4a-x + 3a b) f(t) = t^ 3 +Vä + a-t 2 ; y' = -^- + 2a*t 

c) f(x) = ^-x' 2 +b 2 -x 2 +i-Vx; f'(x) = --^ J + 2-b 2 -x + —* d) f'(h) = Vä +— 

b 2 bx J 4-VX 3-a-Vh 2 2 


4.17 a) fx) = 2s-x b)fs) = x 2 

e) f (t) = tx f) f (t) = sx 


c)f(t)=l 


d) f (x) = s-t 


g( f (x) = s 2 +2s-x h) f (s) = 2s-x + x 2 
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4 Differentialrechnung 


4.18 a)y' = 4x; y'(l) = 4 b)y' = —L; y'(-3) = -i «Oy^-^ + 2; y'(3) = -i=+2 = 2,289 

x 9 2-Vx 2w3 

d)y' = ^-; y'(0) = ^ e)y' = -cosx; y^j = -0,707 f)y' = l + cosx; y'(-2) = 0,584 

4.19 a) y 0 = -13,5; y’=l,5-x 2 ; y’(-3) = 13,5 = k; y = k-x + d; y 0 = 13,5*(-3) + d => d = 27; y = 13,5-x+27 

b) yo = -l;y’=2-x; y’(0) = 0 = k; y = k-x + d; y 0 = 0 + d => d = —1; y = —1 

c) y 0 = 9; y’=2-(x-l); y’(-2) = -6 = k; y = k-x + d; yo = -6x + d => d = -3; y = -6x - 3 

d) yo = -2,121; y’ = 3-cos x; y’(-rc/4) = 2,121 = k; y = k-x + d; d = -0,455; y = 2,121x - 0,455 

e) yo = -0,460; y’ = 1 -sinx; y’(-l) = 1,841 = k; y = k-x + d; d = 1,382; y= 1,841-x+ 1,382 

f) yo = 9; y' = QJ • ln j; y’(-2) = -9,888; y = -9,888-x + d; d = -10,775; y = -9,888-x - 10,775 

4.20 a) y’ = 4x = 0 => x 0 = 0; y(0) = 1; Q(0/1) 

b) y’ = 2x + 4 = 0,5 => x 0 = -1,75; Q(-l ,75/0,0625) 

c ) y' = TT771- i = 1 => x 0 = 0,217; Q(0,217/-0,332) 

ziniu x 

d) y‘ = -2-e x = -2 oder e x = 1 => x 0 = 0; Q(0/-2) 

e) y‘ = 2 x -ln 2 = 1 oder 2 X = 1/ln 2 = 1,443; beidseitiges Logarithmieren: x-ln 2 = ln 1,443 => 
x 0 = 0,529; Q(0,529/1,443) 

f) y = ^|j ; y' = Qj -ln|=2; = üJ ^2 = 4,933; beidseitiges Logarithmieren: 

x-ln 1,5 = ln4,933 ^x 0 = 3,936; Q(3,936/4,933) 

4.21 a) f (x) = cos x = 0,5 Xi = 1,047 sowie x 2 = 27t - x\ = 5,236; P( 1,047/0,866); 

Q(5,236/-0,866) 

b) f (x) = -cos x = 0,9 => xi= 2,691 sowie x 2 = 2n - x\ = 3,593; P(2,691/-0,436); 

Q(3,593/0,436) 

c) y’ = 1 + cos x = 0 => x 0 = 7i; P(7i/7i) 

d) y’ = 2 - sin x = 1 oder sin x = 1 => x 0 = ti/2; P(7r/2 / ti) 

4.22 a) y* = -6x = tan 45° = 1 => x 0 = -1/6 = -0,167; P(-0,1667/0,0833) 

b) y’ = 4x = tan 135° = -1 => x 0 = -0,25; P(-0,25/-2,875) 

c) y’=-2x-6 = tan 120° = -1,732 => x 0 = -2,134; P(-2,134/-0,750) 

d) y = 3 X ; y’ = 3 x -ln 3 = tan 60° = 1,732 oder 3 X = 1,732/ln 3 = 1,577; beidseitiges 
Logarithmieren: x-ln 3 = ln 1,577 => xo = 0,414; P(0,414/l,577) 

e) y = ln x - ln 2; y’ = 1/x = tan 45° = 1 => xo = 1; P(l/—0,693) 

f) y’ = -1 + e x = tan 60° = 1,732 oder e x = 2,732; beidseitiges Logarithmieren: 
x-ln e = ln 2,732 => x 0 = 1,005; P(1,005/1,727) 

4.23 k = tan 135° = -l; 

a) y’ = 3x 2 -8x + 4 = -1 => Xi = l;x 2 = 5/3 = 1,667; Pi(l/2), P 2 (l,667/1,185); 

Tangente ti:d = 3;y = -x-i-3; Tangente t 2 : d = 2,852; y = -x +2,852 

b) y’ = 6x 2 - 8x = -1 => x, = 0,140; x 2 = 1,194; P,(0,140/4,927); P 2 (1,194/2,702) 

Tangente ti: d = 5,067; y = -x + 5,067; Tangente t 2 : d = 3,896; y = -x + 3,896 

c) y’ = -0,75-x 2 + 2x - 1 = -1 => x, = 0; x 2 =2,667; P,(0/-0,25); P 2 (2,667/-0,546) 

Tangente ti: d =-0,25; y = - x - 0,25; Tangente t 2 : d = 2,120; y = -x +2,120 

d) y = 0,5 X ; y’ = 0,5 x -ln 0,5 = -1 oder 0,5 X = -1/ln 0,5 = 1,443; beidseitiges Logarithmieren: 
x-ln 0,5 = ln 1,443 = 0,367 => xo =-0,529; Tangente t: d = 0,914; y = -x +0,914 

4.24 a) y’ = 4x + 4 = 0 => xo = -1; y(xo) = -3; Tangente t: y = -3 

b) y’ = 2x - 4 =0 => xo = -2; y(xo) = 4; Tangente t: y = 4 

c) y* = -3x 2 + 6 x - 3 = 0 => xo=l (nur eine Lösung); y(xo) = 0; Tangente t: y = 0 (x-Achse) 

d) y’ = 3x 2 - 8x + 4 = 0 => xi = 2/3;x 2 = 2; y(xi) = 2,185; y(x 2 ) = 1; tj:y = 2,185; t 2 :y=l 
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4 Differentialrechnung 


4.25 a)y’-2x + 4; P: y’(0) = 4 = tana; Q: y’(l) = 2 = tanß; tan(p = -ji^ = | => <p=12,5° 

b) y‘ = 3x 2 - 8x + 4: P: y’(0) = 4 = tana; Q: y’(l) = 7 = tanß; tan<p = ±L = -JL 
=> cp* = -5,9°; cp = cp* + 180° =174,1° bzw. als Supplementärwinkel 5,9° 

c) y' = i; P: y’(0) = 2 = tana; Q: y’(l) = 1/3 = tanß; tan cp = = 1 => cp = 45° 

d) y' = ^-e x ; P:y’(0) =0,184 = tana; Q: y*(l) = 3,695 = tanß; tan(p = 1 Jl^±^ = _ 2 ,090 
=> cp* = -64,4°; cp = cp* + 180° = 115,6° bzw. als Supplementärwinkel 64,4° 


4.26 y = ax 2 + bx + c 
y' = 2a x + b 


4.27 A(l/0), B(0/3) 
y’(3) = -0,5 

y = ax 2 + bx + c 
y' = 2a x + b 

4.28 y = ax 3 + bx 2 + cx + d 
y* = 3a x 2 + 2b x + c 
y'(0) = tan 45° = 1 


I: 0 = 9a + 3b + c 
II: 6 = 25a + 5b + c 
III: 2=6a + b 


I: 0 = a + b + c 

II: 3 = c 

III: -0.5 = 6a + b 


I: 0 = d 

II: 2=a+b+c+d 
III: 2 = 8a + 4b + 2c + d 
IV: 1 = c 


b = 2 - 6a in I und II einsetzen 
usw. 

=> a = 1/2; b = -1; c = -3/2 
y = x 2 /2 - x - 3/2 

c = 3 in I und III einsetzen usw. 
=> y = 0,5 x 2 -3,5 x + 3 

c = 1 und d = 0 in II und III 
einsetzen usw. 

=> y = -x 3 + 2x 2 + x 


4.29 a) y' = 1 • (l + x 2 )+ (2 + x)- 2x = 1 + 4x + 3x 2 

b) y' = 3x 2 -(x+x 2 - 2 )+ (l+x 3 )• (l+2x) = 5x 4 +4x 3 -6x 2 +2x+l 

c) y' = (- 2x' 3 +1)- (x - x 2 )+ (x~ 2 + x)- (l - 2x) = -3x 2 + 2x- - j 


+ x‘ • ~ =-T*x J +--x^+- 


17 


•x + - 


e) y' = 2-(x-l)-Vx+(x-l) 2 -^ = 4x(x-lHg- 2 x + l) = Sx^g+1 




1 lfxV 


3 212 


2 

2 3 

2 

6x 3 


6x + (x -1) • 2 4x-l 


1 2 

6*2 3 x 3 


'3-V2? 


4.30 a)y’ = l-e x + x-e x =(x+l)-e x b)y' = 2x-sinx + x 2 •cosx = x-(2-sinx+x-cosx) 

\ t . ? 2 /a \ .\ » a /, 2 \ 2’tanx 2-sinx 

c)y = -sin x + cos x = cos(2x) d)y = 2-tanx-(l + tan x) = —— =—— 

cos 2 x cos 3 x 

e) y = cos 2 x - sin 2 x; y' = 2 • cosx • (-sin x) - 2 • sin x • cosx = -4 • sin x • cosx = -2 • sin(2x) 

f) y' = 3x 2 •tanx + x 3 (l + tan 2 x) = x 2 |3*tanx +—1 g)y' = l*ln(x 2 )+-^--2x = 2 + lnx 2 

V cos 2 xJ x 2 

h) y = (l+x 2 >(lnx-ln2); y'= 2x-(lnx-ln2) + (l + x 2 )--= 2x-ln- + —+ x 


1 1 ( 1V 1 ( 1 \ x 

i)y = x-lnx ; y' = --(l + lnx) j)y’= 1—J S3nx + I 2 J * cosx = 2” X * (cosx-ln 2sinx) 

k) y’= 2 x -ln 2*e x + 2 x *e x = (2e) x -(l + ln2) 1) y = -x 2 sinx; y' = — (2sinx + x cosx) 
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4 Differentialrechnung 


4.31 a) y' = le x sinx + x e x -sinx + x-e x cosx = e x -(sinx+x-sinx+ x-cosx) 

b) y' = cos 3 x - 2 • sin 2 x • cosx = cosx • (cos 2 x - 2sin 2 x) = cosx • (1 - 3sin 2 x) 

c) y' = 3sin 2 x-cosx d) y' = 3-e 3x 

4.32 a) y'(x) = b • (c - d • x) + (a + b • x) • (-d) = b- c- a- d-2b-d-x 


b) 


df(t) 

dt 


= cost • (t + b) + (a + sin t) • 1 = a + sin t + (b +1) • cos t 


c) wieb) d) ^ = f-(l + 2h) 2 -2 = + (l + 2h) 2 e) lM = 2 .(l + V;).-l r = -L + l 


f) d d ( u U) " 2 !aT 2) + ( 1 + ^H 2 ) ~ 2-Vu 4-V^ 2 'l ~ 


ds 


1 Vü 2-3u-2-Vü 


2-Vs -s/s 


4-Vu 


4.33 a) y' = 


2x 2 -(x 2 +l)l x 2 -l u ,.,_-(x 2 +l)-2x_ -2 x .w_1(x-1)-(x+1)1 -2 


b)y-=- 


(x 2 +l) 2 


(x 2 +1) 2 


c)y'=- 


(x-1) 2 


IX x x /, \ i —5j=-(x+1)-Vx-1 — + —^= —/x 

d )., l -e -x-e e -(1-x) 1-x ^_ 2-Vx _ 2 2-V^ 


(x-1) 2 

1-x 


e 2x e 2x e x (x+1) 2 (x+1) 2 


2-Vx-(x+l) 2 


f)/ = 


l 

2-Ä 


h)/ = 


2-\/x-(l-Vx) 2 

-|.x-(l-lnx)l _ 2+ln2x 


g)/ = 


-■Vx-lnx—5= , . 

2-^/x = 2-lnx 

x 2-x-Vx 


. , -cosx 

4.34 a) y = . 


,, , -sin 2 x-cos 2 x cos 2 x+sin 2 x 

b) y =--+- 


-1 


c) y' = 


e) y' = 


2x-cosx-2 sinx x-cosx-sinx 


4x 2 


2x 2 


d) y' = 


cos 2 x 
1-cosx-x-sinx 
(1-cosx) 2 


(cosx - sin x) • x - (sin x + cos x) (x -1) • cos x - (x +1) • sin x 


^ cosx-(sinx + cosx)-sinx-(cosx-sinx) 


1 


1 


g)y' = 


(sinx + cosx) 2 1 + 2 sinx-cosx l+sin(2x) 

(cosx+sinx)-(sinx+cosx)-(sinx-cosx)-(cosx-sinx) _ 2(sin 2 x+cos 2 x) 


(sinx+cosx) 2 


sin 2 x+2sinx-cosx+cos 2 l+sin(2x) 


b)y' = 


(cosx-sinx)-sinx-cosx-(sinx+cosx)(cos 2 x-sin 2 x) _ sin 3 x-cos 3 _ sinx cosx 


(sin x-cos x) 2 


sin 2 x-cos 2 x cos 2 x sin 2 x 


i)y' = 


(cos 2 x-sin 2 x)-(sin x+cos x)-sin x-cos x-(cos x-sin x) _ cos 3 x-sin 3 x _ cos 3 x-sin 3 x 


4.35 a) dy = £ÜJ)jLl 
dt (t-1) 2 


(sinx+cosx) 2 

a 


c) 


(t-D 2 

dy _2-(a+l)-t-(t-l)-(a+l)-t 2 _(a+l)(t-2) t 


(sinx+cosx) 2 

dy 2at-(t 2 -l)-a-t 2 -2t 
) dt (t 2 -l) 2 


l+sin(2x) 

2a-t 


(t 2 -i ) 2 


dt 


(t-1) 2 


(t-1) 2 


d) y = 


t 2 -a 2 
t-a 


= t+l; —= 1 
dt 
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4 Differentialrechnung 


Vh+-5±* .e h -(h + 2)-Vh-e h e h • ^±i-(h + 2)-Vh 2 

, v -x dy ^ 2-VhJ U'Vh J 2-h-2h 2 h 

4.36 aj — - rr - ^ - - 7= e 


, (lnx + l)-(x + l)-xlnx _ l + x + lnx 
y ~ (x + l) 2 ~ (x + 1) 2 

dy _ -r 2 +2r+3 1 (1 + r) 2 1 (-r 2 +2r + 3)-r-(l + r) 2 -(1-r) _ (3r-l)(r+l) 

dr" (1-r) 2 ’r 1-r ’r 2 ~ r 2 (l-r) 2 " r 2 (l-r) 2 

sinx-cosx + x . 

-r-sinx-xtanx-cosx .2 • -2 

, rn<j 2 v sin x cosx + x sinx-x sinx-cos X 


_ sin 2 x • cosx + x • sin x • (1 - cos 2 x) _ sinx-cosx+x-sin 2 x _ cosx + x-sinx 

sin 2 x • cos 2 x sin x • cos 2 x cos 2 x 

dy A A t sint-cost + t x 2-tanx . _ x , - x 

-f = tant+- — = - — - g) y = ——— 2 — = sm(2x); y = 2-cos(2x) 

dt cos t cos t 1 + tan x 

sin 2 x 2 fl 1 2-tanx 2-sinx 

y =-r—= tan x; y =-— ■ tan x + tan x- — = --— =--— 

cos x cos x cos x cos x cos x 


4.37 a) 


v'-i±2L__ 

y " x 2 


1 arctanx 
x-(l + x 2 ) X 2- 


- ~ e -arcsinx 


v > = Vl-x _J___ 

e2x e x -Vl-x 2 

, 2x-coshx-2-sinhx _ x coshx-sinhx 
y ” 4-x 2 ” W 

y' = 2 • cosh x • sinh x - 2 • sinh x • cosh x = 0 


1-Vl-x 2 • 2 


Vi^ 7 ' 


4.38 a) 


df(t) _ ^ 2-Vt 

dt 


( a ^)-(,-4 ' ~^£ d* 


2-Vt _ 2-Vt _ . 2-Vt _ a 

" (a+VT) 2 "(a+Vt) 2 __ Vt-(a+Vt) 2 


-2a—V 

df(t) _ 2-Vt 


(2a + 2s)-(l + e s )-(2a-s + s 2 )-e s 2a + 2s + 2a-e s +2s-e s -2a-s-e s -s 2 -e s 


(l.e^ 


_ 2a + 2s + e s • (2a + 2 • s - 2a • s - s 
(l + e7 

— - — = —— (2 • sin t • cos t) = —— • sin(2t) 
dt a a 


(l + e 5 ) 2 
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4 Differentialrechnung 


e) 


df(h) [f g-l. i )^l^)(-2h)}(.-h,l)-(l^)(l-f )■» . 

dh (a h + 1) 2 ... a 

[(l-h 2 )+(a+h)-(-2h)|(ah + l)-(a+h)-(l-h 2 )-a -2ah 3 -a 2 h 2 -3h 2 -2a-h-a 2 +l 


f) f(u) = 


a*(a*h+l) 

Ina 1 x Ina -(l+2a-u) 

-; f («)=—••-— 


a*(a*h+l) 


(1+a) u+a-u 2 


(1+a) (u+a u 2 ) 


(2a-u+l)*lna 

(l+a)*u 2 *(l+a*u) 2 


4.39 a) Funktion: y(2) = 2,773; y(2,2) = 3,816; y’ = 2x-ln x + x; y’(2) = 4,773; 

linearisierte Funktion t: y = y’(2)*x + d = 4,773-x + d; 

2,773= 4,773*2+ d => d =-6,773; t: y = 4,773*x-6,773; y(2,2) = 3,727 

b) Funktion: y(3) = 1,034; y(3,2) = 1,038; y' = 2 ~ ln(2x) ; y’(3) = 0,0200; 

2-x /z 

linearisierte Funktion t: y = y’(3)-x + d = 0,0200-x + d; 

1,034 = 0,0200*3 + d => d = 0,974; t: y = 0,0200 x + 0,974; y(3,2) = 1,038 

c) Funktion: y(l) = 0,7854; y(l,2) = 0,7300; y' = \ ■ arctan x ; y’(l) = -0,2854; 

X +1 X 

linearisierte Funktion t: y = y’(l) x + d = -0,2854*x + d; 

0,7854=-0,2854*1 +d => d = 1,0708; t: y = -0,2854*x + 1,0708; y(l,2) = 0,7283 

d) Funktion:y(2) = 0,2273;y(2,2) = 0,1837; = y’(2) =-0,2177; 

linearisierte Funktion t: y = y’(2) x + d =-0,2177 x + d; 

0,2273 =-0,2177-2 + d => d = 0,6627; t: y = -0,2177 x + 0,6627; y(2,2) = 0,1838 

e) Funktion: y(l)= 1,5; y(l,2) = 1,689; y' = ^£; y‘(l)-l; 

(x z +l) z 

linearisierte Funktion t: y = y’(l)*x + d =*x + d; 1,5 = 1+ d => d = 0,5; 
t: y = x + 0,5; y(l,2) = 1,700 

f) Funktion: y(2) = 0,2963; y(2,2) = 0,2221; y' = • x6+8x4+28x3+ 3x 2 -I6x-12 . 

”12 (x J +l) z 

y’(2) = -0,3951 linearisierte Funktion t: y = y’(2)*x + d = -0,3951 *x + d; 

0,2963= -0,3951*2 + d => d= 1,086; t: y = -0,395 l *x + 1,086; y(2,2) = 0,2173 

4.40 a) y(l) = e;y' = e x (l + x) => y'(l) = 2*e = k y = k*x + d => d = -e 

Tangente t: y = 2*e*x-e = e-(2x-l)«5,437*x-2,718 
b) y' = 0 ->e x (l + x) = 0-» ja, furx 0 =-l;y(-l) = -l/e; Tangente t:y = — 1/e 

4.41 a) x, = -2: y(-2) * -3,637; x 2 = 0,5: y(0,5)« 0,120 

y' = x 2 *cosx + 2x*sinx; y'(-2)« 1,973 = k,; y'(0,5)» 0,699 = k 2 

y = k*x + d ->dj »0,308; d 2 «-0,230 

Tangenten tj: y = 1,973 • x + 0,308; t 2 : y = 0,699 • x - 0,230 

b) tancp = ^- = -0,535 => cp* = - 28,2°; <p = cp* + 180° = 151,8° bzw. supplementär 28,2° 


34 



4 Differentialrechnung 


4.42 a ) y' = = 0 oder nach Multiplikation mit dem Nenner (* 0): -x 2 - 2x + 1 = 0; 

(x 2 +l) 

Lösungen: xi =-2,414 und X 2 = 0,414; y(xi) = -0,207; y(x 2 >= 1,207; 
P(-2,414/-0,207) und 0(0,414/1,207) 

x *t*l 

b) Nullstelle: y = -=— = 0 oder nach Multiplikation mit dem Nenner (* 0): x + 1 = 0 =: 
x +1 


xo— 1; k = y’(—1) = 0,5 
4.43 a) y' = 5 • (3x - 5) 4 • 3 = 15 • (3x - 5) 4 
c) y' = 3 • (2 - x) 2 • (-1) = -3 • (2 - x) 2 

e) y'=|{f x " 3 ) =i (x ~ 6)2 


b) y' = 7 • (x 2 + l)f • 2x = 14x • (x 2 + if 
d) y' = • 4 • (2x + 3) 3 • 2 = 4 • (2x + 3) 3 


g) y' = t • (x 4 + 2fi ■ 4x 3 = - 


4x 3 




f) y' = 
h) y' = 


1 


2-V2x+3 V2x+3 

1 -2 1 


■Jl 2-V-2X+5 Vl5-6x 


4.44 a )y' = 2-e 2x b)y' = ^. e “ 2x c)y' = -x-e 2 d)y' = 2-e 2x e)y' = 12x 2 -2 X ’-ln2 


f)y' = ^-4 3 ln4 gjy^-sinx-e 0 


, x , x-(x-l) — 1 

h) y = \ -e x =-r-e 


x—1 


4.45 a ) y' = 


2x+l 


, , , 1 2 1 . , 2x 

b )y c )y =-2- 


2 x+1 x+1 


x z -\ 


d)y' = 


e)y' = ^- f) y = e lnx = x ; y' = 1 g)y' = _ ^^ h )y' = 


ln 10 x 2 +1 
1 1 
x ln x 


4.46 a) y' = 2cos(2x) b) y' = -3-sin(3x-l) = 3*sin(l-3x) c) y' = —- 


<>) ir-fl—’fill e) /"=# 


cos (3x) 


f) y'=— 


x 2 cos 2 (l/x) x 2 V 
2 


2-Vx 




4x 


g) y'=- 


x 2 -(l+l/x 2 ) 1+x 2 


h) y' = -3*cosh(3x) 


„ dy 1 /, -A ., dy e u (e u + e - u }-e u (e u -e'“) 2 2e 2u 

dt 2 V > du (e u +e “ u J (e“+e-) 2 (l+2-e 2u ) 2 


(t+l)-(t-l) 


dy _ 1-t (l-t)-(l+t)-(-l) _ 2 dy (t+1) 2 _ 1 /t+1 

’ .. ..i ,_ t 2 d ' dt 


dt 1+t (l-t) 2 


t-1 (t+1) 2 V t-1 

t+1 


e) y'= 


-0+x)-0-x) 

(1+x) 2 


1 + 


(1-x) 2 x 2 +l 
(1+x) 2 


f) y'=5• [-e _t -(1 -1)• e"‘]=5• e~‘• (t-2) g)y=2; |=0 


_e _, -e' 3t dy_(-e - *-3-e -3 *)-(l-e -2t )-(e _t +e~ 3t )-2e _2t _e _5t -4e‘ 3, -e‘ t _e-*-4e , -e 3 ' 
)y_ l-e- 2t ; dt ~ (l-e“ 2t ) 2 " (l-e- 2 ‘) 2 "(e 2, -l) 2 
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4 Differentialrechnung 


4.48 


a)y' = 


dy 


x „2 _x 

—-e -lnx -e ~ .2 

x 2 _ _ 2-x-lnx 


Ä 2x 


c ) 7TZ 


x-e 


1+z-z 4 z 3 


, x , - x l + e x -x-e x 2x-(l+e x -x-e x ) 

b )y = 2 -, — 7 — 7 —s—=— s “—-‘ 

1 + e (l+e x f 


dz U+zJ (l+z) 2 (l + z) 5 


d) 

ds )U’J 


—3 -s 2 -(l-s)-2s 


(l + e x y 
s-2 


2-e 2x -cosf2x--1-2-e 2x -sinf2x-- 
e) y’ =- 1—lL -1- U - 


f) y 


, 1 (e~ 3x+l - 3 - x • e~ 3x *' )• (x +1) - x ■ e~ 3x *' e~ 


2 I 

„4 

, s y 

S 

2 • e" 2x • 

cos^2x-yj-: 

e~ 3x+l • 1 

-3x 2 -3x + l) 


3-s-^/s 2 -(1 — s) 2 


(x + 1) 


2-(x + l) 2 


4.49 a) y' = 2xe~ x -x 2 e~ x = x(2-x)e" x b) ^ = -e“ 2 *-2• (3-1)• e“ 2 ' = (2t-7)• e“ 2t 

dt 

c) y'=(2x-3)-e~ 2x -2-(x 2 -3x)-e" 2x =(-2x 2 +8x-3)-e‘ 2x 

d) y'=2-ln(2x+l)—2— _ 4Jn^x-i-l> 

’ 1 v ’ 2x+l 2x+l 

4.50 a ) y' = 2x • cos(2x) - 2x 2 • sin(2x) = 2x • (cos(2x) - x • sin(2x)) 

b) y' = 2 • cos 2 (2x) - 2 • sin 2 (2x) = 2 • cos(4x) c) y' = sin - - - • cos— 

XX X 


d) y 


, e 2x -cosx-2-e 2x -sinx _ 2x / . . \ 

=---= e x -(cosx-2sinx) 




-e 2 -sin(2t) + 2-e 2 -cos(2t) 


= — [4 • cos(2t) - sin(2t)] 


f) y' = 3-x 2 -sin 2 x + 2-x 3 -sinx-cosx = x 2 -sinx-(3sinx + 2x-cosx) 


4.51 


4.52 


df(t) = 2t-3™ -(l+r-s-t)-t 2 -3 rs -r-s = t-3 rs -(2 + r-s-t) 
dt (1 + r-s-t) 2 (1 + r-s-t) 2 

df(r) = s-t 2 -3 rs -ln3-(l + r-s-t)-t 2 -3 rs -s t _ s-t 2 -3 rs -(In3-t+r-s-t-ln3) 
dr (1 + r-s-t) 2 (1 + r-s-t) 2 

df(s) = r-t 2 -3 rs -ln3-(l + r-s-t)~t 2 -3 rs -r-t = r-t 2 -3 rs (In3-t + r-s-t-ln3) 
ds (1 + r-s-t) 2 (1 + r-s-t) 2 

a) y = arsinhx = ln(x+Vx 2 +l) z = x+Vx 2 +1; -^ = 1 + 

v 1 dx &7\ V^+i 

y _ 1 xWx 2 +l _ 1 

x+Vx 2 +1 Vx 2 +1 Vx 2 +1 

b) y = artanhx = lnJ— ; y = lnz; z = Vü; u = ^; 4“ = — 

Vl-x l-x dx (l-x) z 

dz _ 1 du _ 1 /l-x 2 _ Vl-x 
dx _ 2-Vü dx ~2 y 1+x (i- x ) 2 (l-x) 2 -VI+x 

, _ 1 dz _ Vl-x Vl-x _ 1 _ 1 

y ~z dx _ VT+x (i-x) 2 -Vi+x 0-x)(l+x) l-x 2 
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4 Differentialrechnung 


4.53 a ) ^Y = r m cos(cot) 


n du TT 
d) — = ooUco! 
dt 


{®t+f 


b) ll = -2.sin(2t + f) 


e) fLü = _J_. e t 

e) dt T 6 


c) ^ = C£) • I • COs(ö)t + (()) 




dt 


j) 


d v 
ds 


d t 

, d y. 


U 0 


h) 

d m 

= —-*e T 

T 


TT“ C 

1 k-co 

(O 

k) 

d v 

k kcot+1 

kcot+1 

dt 




2ks 

2k 

1 

k-v s -k*e m 

,s ’ m ’ r 

2ks 

r 

2ks 

2 V 1 - 

-e m 

m-Vl- 

-e m 

-ABe" Bl 

b)^ 

=-a-: 

Be' 0 * 


da 

dt ' 


&0~&K - - 


•e 


v s 


v s 


dt 


dt 


dt 


e) —= B*e' w -C(A + B-t)-e = (B-A-C-BCt)e" ct 
d t 

f) y' = -2 • A • B • (x -C) • e - B(x ' C)! 

4.55 ly=y' = i.e'2 ; 
dt J 2 

Tangente an der Stelle t = x = 2: y(2) = 1,896; y‘(2) = 0,5518; d = 0,7927; y = 0,5518 t + 0,7927; 
t = 2 t =4: y = 0,55184 + 0,7927 = 3; 

Tangente an der Stelle t = 2x = 4: y(4) = 2,5940; y‘(4) = 0,2030; d = 1,7820; 
y = 0,2030 t + 1,7820; t = 3x = 6: y = 0,2030-6 + 1,7820= 3 

4.57 a) y(l) = 0,5; y(l,5) = 0,554; y' = —^ - 2‘ x • ln 2; y’(l) = 0,153; d = 0,347 

(x+lr 

Tangente: y = 0,153• x + 0,347 y(l,5) = 0,577 
b)y(0) = l; y(0,5) = 0,425; 

, (2-3' x -(2x + l)-3 _x In3) e 2x -2 (2x + l)-3’ x e 2x _ 2-3 _x -(l-(2x +1)-(1 + ln3)). 
y ~ e 4* " e 2x ; 

y'(0) = -1,099; d = l; Tangente: y = -1,099-x + 1 y(0,5) = 0,451 


4.58 ^ = -^-e 2 -cos(2t)-2-e 2 -sin(2t) = -^-e 2 -(cos(2t) +4-sin(2t))=0. Dieses Produkt ist nur 

null, wenn der Klammerausdruck null ist: cos(2t) + 4-sin(2t) = 0 oder nach Division durch cos(2t) 
und Umformung: tan(2t) = -1/4 


=> 2t = -0,245 +ti = 2,897; 2,897+rt = 6,038; 

6,038+n = 9,180; 9,180-Ht = 12,321; ° 5 

t, = 2,897/2 = 1,448; y(t,) = -0,470; Tangente: y = -0,470 
t 2 = 6,038/2 = 3,019; y(t 2 ) = 0,214; Tangente: y = 0,214; - 0.5 

t 3 = 9,180/2 = 4,590; yfe) = -0,098; Tangente: y = -0,098; 
t 4 = 12,321/2 = 6,161; y(t 2 ) = 0,045; Tangente: y = 0,045; 


V 






i 

0 \ j 

7 ^ 

3 

.1 

r= 


Ln 

7 js 


Dt 
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4 Differentialrechnung 


4.59 a) 4 + 2y' = 0 => y' = -2; y'(3) = -2 b)2y'-2x = 0 => y' = x; y'(l) = l 

c) 2x + 2-3y 2 -y' = 0 => y' = ^^; y(l) = V2; y'(l) = 0,840 

3y 2 

d) ^j=-i=o => y'=2-Vy; y(0)=o ; y'(o>=o 

e) y 3 +3x-y 2 -y' = l => y' = ^^-; y(0,5) = V5 ; y'(0,5) =-0,912 

3x-y^ 


f) i (2y-l)-f-2y'-l = 0 => y' = vV(2y-l) 2 ; y(0) = 1; y'(0) = J 


g) 


h) 


y 

y 3 -3x-y 2 -y' 


= 1 => y' = ^-^;y(2) = 2; y'(2) = -l 


-1 = 0 => y'=y-^;y(l) = -L; y'(l) = 0,1323 
3x v2 


4.60 a) 


b) — + — -y' = 0—>y’ = —— • — 
^ 32 18 ^ y 16 y 


c) 2x + 10 + 2yy' = 0->y' = -^^ d) 4y-y' = 3-»y' = ^ 

4.61 a) y(2) = 5,657; 2x + 2y-y' = 0 => y' = --; y'(-2) = 0,354; d = 6,364; t: y = 0,354- x + 6,364 
... ' * y 

b) y(l) = l; 2yy' = 3x 2 => y' = ^-; y'(l) = |; d = -i; t:.y = | x-i 

c) y(2) = 1,4907 ;^ + |-y' = 0=>y' = -^; y'(2) = -0,596; d = 2,683 ; t: y = -0,596 • x + 2,683 




d) y(0,5) = 0,225; ±-x 3 + 

y'(0,5) = -0,766; d = 0,608 ; t: y = -0,766 • x + 0,608 



zu a) 


zu b) 



4.62 a) x = y 3 ; l = 3y 2 y' =» y'= ’ = ‘ 

3y 3-vx 2 

b) x = cosy; l = (-siny)y' => y' = --i- = — 

sin y V i-x 2 

c) x = tany; l = (l + tan 2 y)-y' => y' = —^ 

1+tan 2 y \+x z 

d) x = cosh y; 1 = (sinhy)-y' => y' = ^— = —.—!-= — 

y swhy J cosh 2 y _ x 

e) x = tanh y; 1 = (1 - tanh 2 y) • y' => y' =-!- T - = —^r- 

1-tanh y 1-x 
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4 Differentialrechnung 


4.63 t = IOtc * h 2 ——; für t > 0 ist h stets positiv; 

3 io -.^. 

l = 20ji h h'-7t h 2 h';=> h' = — £ 8.. 

7ch(20-h) % 0 

C 6 ... 

wie zu erwarten, ist h’ stets positiv (weil h > 0 und h < 10); ^ 4 

für h 0 geht der Nenner-gegen null und daher 2 - . 

nh(20-h) f 

der Bruch gegen unendlich: limh'(t) = oo. 0 500 1000 1500 2000 2500 

h->0+ 

Der Graph besitzt daher bei x = 0 (rechtsseitig) eine 
senkrechte Tangente. 

4.64 a) lny = x-lnx; y = lnx+l; y' = y (lnx+l) = x x (lnx+l); y'(2) = 6,773 

b) lny = ln2 + (2x +1)• lnx; ^ = 2-lnx+^±I; y' = 2x 2x+l -^2-lnx + ^j; y'(2) = 248,72 

c) ln y = x • cos x • ln x; — = cos x • ln x - x • sin x • ln x + cos x ; 
y' = x xcosx •((l + lnx)-cosx lnx-x lnx sinx); y'(2) =-1,104 

d) l"y-4i ln(3-|); 

e) lny = -(3x + l)lnx; y =-^3-lnx + ^-^j; y' =—^-^3-lnx + ^-^-j; y'(2) =-0,0436 

f) tay-i-tofr+O; SW-W' 

g) lny = -x-lnx; ^ = -(lnx+l); y’= -x x -(lnx + 1); y'(2) = -0,423 

h) lny = 2x-ln(sinx); y = 2-^ln(sinx) + x ^°^ x j; 
y' = 2 • (sin x) 2x • (ln (sin x)+yyy ); y'(2) = -1,3 81 

4.65 a) y(l,5) = 5,063;lny = (2x + l)-lnx; ^ = 21nx + ^ => y' = x 2x+1 -(Vlnx + ^lj 

y' = x 2x -(2x-lnx + 2x + l); y'(l,5) = 17,61; d = -21,35; t: y = 17,61x-21,35 
b) y(3) = l,592; lny = xsinxlnx; y=sinxlnx + xcosxlnx + sinx 

y' = X x ' sinx • (sin x • ln x + x • cos x • ln x + sin x); 
y'(3) = -4,72; d = 15,76; t: y = -4,724 • x +15,76 

=, y(l) = 16;lny=2xln^; t. 




y'(l) = 20,36 ;d = -4,36; t: y = 20,36 x-4,36 


4.66 lny = n lnx; — = - => y'= x n •-= n-x n 1 

y x x 
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4 Differentialrechnung 


4.67 a)y'=2x + 5; y" = 2; y"'=0 

b) y'=4x 3 -9x 2 -6x + 3; y"= 12x 2 - 18x-6; y"'=24x-18; v (4) =24; y (5) =0 

c) y'= -24x 5 + 9x 2 - 2/3; y"= -120x 4 + 18x; y"'= -480x 3 +18; y' 4) = -1440x 2 ; y (5) = -2880x; 
y (6> = -2880; y (7) = 0 

4.68 a) y' = —y; y' = -^-; y'(2) = -^ b) y' = - 7 = 7 ; y* = ~y ? ’ y"(2) = -0,0894 

x 2 x J 4 V2x+1 (2x+l) 3 ' 2 

c) y' = —y*= 36 , ; y'( 2 ) = -— =-0,288 

' (l-3x) 2 ' (l-3x) 3 ' 125 

d) y'=I.i = I; y' = —L; y"( 2 ) = -1 

3 x x x 4 

e) y' = r-(o-cos(cox); y' = -r co 2 sin(co x); y'( 2 ) = -r co 2 sin( 2 (D) 

f) y’ = -2 • e~ 2x ; y' = 4 • e~ 2x ; y’(2) = 4 • e ^ 4 * 0,0733 

g) y' = -e'* + 2 • e~ 2x ; y’ = e‘ x - 4 • e' 2x ; y'(2) = 0,0621 


h)y' = 2'( 1+x) (1 2 +2x) =—y*= —y'(2) = -^=-o,074i 
(1+x) 2 (1+x) 2 (1+x) 3 27 

.. 2-x 2 -(l+x)-(-2x) _ 2+2X+X 2 

;y (2-x 2 ) 2 (2-x 2 ) 2 

_ (2+2x)-(2-x 2 ) 2 -(2+2x+x 2 )-2-(2-x 2 )-(-2x) _ 2x 3 +6x 2 +12x+4 _ 17 _ oe 

y — 2 \4 ” 2x3 » y W“ o 

( 2 -x 2 ) 4 (2-x 2 ) 3 2 

.. 2x 2 -3x+1 2x-1 ,1 H 2 - 

J)y= / na =—r ;y y y(2)=2 

(x-l) z X-l (x-1) (x-l) 

l x , _ 2ax(ax + l)-a 2 x 2 _ a 2 -x 2 +2ax 


(ax + 1) 


(a-x + 1) 2 


„ _ (2a 2 x + 2a)-(a-x + 1) 2 -(a 2 x 2 + 2ax) 2-(a-x + l)a _ 2a „ 2a 

y “ (ax + l) 4 “(a-x + 1) 3 ’ y ( ' “ (2a + 1) 3 


-1 , __4x-3_ 

y 4x3 ' (x+,) -/ 

Vx+-^=|-(x 2 -l)-x-Vx-2x 
2 -JxJ _ 

(x 2 -l ) 2 




3x-(x 2 -l)-4-x 3 _ 3x 3 -3x-4-x 3 _ 1 Vx-(x 2 + 3) 

2-Vx -(x 2 -l) 2 “ 2-Vx -(x 2 -l) 2 “ 2 (x 2 -l) 2 


y =-ä- 


Ü + 2x• Vx -(x 2 -l) 2 -(Vx-(x 2 +3))-2-(x 2 -l)-2x 

, 1 l 2 'Vx J 


(x 2 -l) 4 

u- 4 _O v 2 _<j_o v 4 _o / 4 v 2 1 


1 5x 4 -2x 2 -3-8x 4 -24x 2 _ 1 3x 4 +26x 2 +3 155-V2 , „ 1C 

4 VMx 2 -l) 3 “ 4 Vx -(x 2 -l) 3 y() “ 16 “ ,,ü15 

.*.#»-*’/4. v » _ _J.. f »-*74 _ . A -x*/4 ) _ 1. „-x 2 /4 . / v 2 _ • v ’n\ = ( 


n ) = ~ , e ' ; y' 


= -^-e ' -(x -2); y'(2) = 0,184 


o) y' = (2x + 1) • e 2x ; y'= (4x + 4) • e 2x y"(2) = 12 -e 4 = 655,2 

. , cosx-e 2x -sinx-2-e 2x cosx-2-sinx , 3sinx-4-cosx .... ----- 

p) y= - T* -=- 5 —; y =-*-; y'(2)=o,oso5 
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4 Differentialrechnung 


4.69 


. , 1 . r~ „ 1 . 1 1 /— . 

q) y = —j= • sinx + Vx • cosx ; y =- 7 = • sinx + — 7 = • cosx + — 7 = • cos x - Vx • sin x = 

2-Vx 4-x-V^ 2-Vx 2-Vx 


^—j= + Vxl-sinx + -J=-cosx ; y"(2) =-1,661 


4-x-Vx 


v^ 


^ r , _ 1 2x-sin(2x)+cos(2x) . 

T )y - ~z 2 * 

2 x 

_ 1 (2-sin(2x) + 4x-cos(2x) - 2sin(2x))-x 2 -[2x-(2xsin(2x) + cos(2x))] _ 

y —~~z 4 ~ 

2 x 

_ 2x-sin(2x)-(2x 2 -l) cos(2x) . y '(2) = 01935 


. , 3cos(3x) ■ e 0,5x - 0,5 • e 0,5x • sin(3x) 3 cos(3x) - 0,5 • sin(3x) 

s > y =-;-=-- 

e e 

„ _ (- 9 • sin(3x) -1,5 • cos(3x)) • e 0,5 x - 0,5 • (3 cos(3x) - 0,5 • sin(3x)) • e 0,5x _ 
y e x 

__ 8,75 sin(3x)+3 co s(3 x) ; y . (2) = _ 0160 

e u,:>x 

t) y' = 3-sin 2 x-cosx; y'= 3-(2-sinx-cos 2 x-sin 3 x); y*(2) = —1,311 


a) 


df(t) _ (t-3)-(t+3) _ 6 d 2 f(t) _ 12 d 3 f(t) __36_ 


dt 


(t-3) 2 


(t-3) 2 


dt 2 (t-3) 3 


dt 3 


(t-3) 4 


, = (3x 2 +2x-l)-(x+l)-(x 3 +x 2 -x+1) _ 2 x 3 +4x 2 +2x-2 
’ y ~ (x+1) 2 ~ (x+1) 2 


(6x 2 +gx+2)-(x+l) 2 -(2x 3 +4x 2 +2x-2)-2 (x+l) _ 2 x 3 +6x 2 +6x+ 6 
y ~ (x+1) 4 ~ (x+1) 3 


_ (6x 2 +12x+6)-(x+l) 3 -(2x 3 +6x 2 +6x+6)-3-(x+l) 2 


12 


(x+1) 6 (x+1) 4 

C) y' = -2 • X • e'* ! ; y' = -2 • |e' x ’ + x • (-2 • x • )] = -2 • (1 - 2x 2 ) • 

y" = -2 • [- 4x • e“*’ + (1 - 2x 2 ) • (-2 • x • e“ xi )]= 4x • (3 - 2x 2 ) • e‘ x ’ 
d) y' = -2sinxcosx = -sin(2x); y'=-2• cos(2x); y" = 4-sin(2x) 


df(t) 


= l-e _t +te _t ; « = (2-t).e-; ™ = (t-3). e -‘ 


dt 3 


dt dt 2 

f) y' = l + tan 2 x; y’ = 2 tanx-(l + tan 2 x); 

y* = 2 • [(1 + tan 2 x) 2 + tan x • 2 • tan x • (1 + tan 2 x)]= 2+8 • tan 2 x + 6 • tan 4 x 


df(u). 


d 2 f(u) _ 1 . d 3 f(u) _ 1 


g) ^ = l+lnu; - , - 2 

du du 2 u du 3 u 2 

Vx 2+ln(3x) 

j. , _ ln(3x) | 3-Vx _ 1 2+ln(3x) . ^ _ 1 x 2-Vx _ 1 ln(3x) _ 1 ln(3x) 

^ 2-Vx 3x 2 Vx ’ ^ 2 x 4 x-Vx 4 x-Vx 

. 1 ^ xV2 -ln(3x) | x l/2 , 3 . ln(3x) - 2 i 3 1n(3x)-2 


,5/2 


8 x 2 Vx 
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4 Differentialrechnung 


4.70 a) y = sin(2x+7i) = - sin(2x); y’ = - 2-cos(2x); y'(n) = -2; y” = 4-sin(2x); y”(n/2) = 0 

b) y’ = 2-sin x-cos x = sin(2x); y\%) = 0; y” = 2-cos(2x); y”(n/2) = -2 

c) y’ = 2(sin x + cos x)(cos x - sin x) = 2*(cos 2 x - sin 2 x) = 2-cos(2x); y'(n) = 2; 
y” = - 4sin(2x); y”(n/2) = 0 

d) y’ = cos(2x) - 2xsin(2x); y’(rc) = 1; 

y” = - sin(2x) - 2-sin(2x) - 4x-cos(2x) = -3-sin(2x) - 4x-cos(2x); y”(n/2) = 2n 


. x 1 /, A . \ lnt 1 . dy 1 d 2 y 1 

4.71 a) y = - (lnt + lnx)= — + --lnx; — = —; —- =- 

* * * dx t-x d x 2 


t 


t-x^ 


1 


dy _ t t ^ nt lnx _ 1-lnt-lnx _ l-ln(t x) 

dT‘“7 7"" ? ^ ; 

d 2 y 1-lnt-lnx _ 2ln(toQ-3 

dt 2 t 2 t 4 t 3 

dy 
dx 


dy = 2 (x+t)(x-t)-(x+t) 2 = x 2 -2tx-3t 2 . d 2 y = 8t 2 
J - ' -\2 /„ ,\2 * , i ,\3 


(x-tr 


(x-t) 


dx 2 (x-t) 3 


dy _ 2-(x+t)(x-t)-(x+t) z (-l) _ 3x z +2tx-t 2 . d 2 y _ 8x 2 
dt (x-t) 2 (x-t) 2 ’ dt 2 (x-t) 3 

^t-l .X 


dy _ t x lnt x t -t x t ~ 1 t x _ t x Tj nt 0. 
dx x 2t x t ^ xj’ 


^ = --flnt—Y+ — •— = — • 

(int—] 

, 2 t 
+ - 

dx 2 x l v x ' x l x 2 x l 

l xj 

x 2 J 

dy _ x*t x 1 x t -x t lnx x t _ t x (x , \ 


dt x 2t x t \t 

J 


4 = ^ = H.fü_ lnx ) 2 + tl 

-]=-• 

f—-ln: 

dt 2 dt 2 x « U i j'(, 

: 2 J x' 

[u 

dy_2xte ,x ’t 2 x-e ,x ‘-t 2 _e ,x ’- 

(2t x 2 -1). d 2 ; 

dx t 4 x 2 

t 2 -x 2 

dx 

dy x 2 e t x -t 2 x-e t x -2t-x _ e l x 

•(x 2 t-2). d 2 y 

dt x 2 t 4 

xt 3 

dt 2 


_ t x x 2 ln 2 t-2txlnx + t(t + l) 


t x t 2 ln 2 x-2txlnx+x(x-l) 


+2 „4 . 


4.72 a) y = ax 2 + bx + c 
y' = 2a x + b 
y” = 2a 


I: 4 = 4a + 2b + c 
II: 5 = 4a + b 
III: 4 = 2a 


,4,2 


a = 2 aus III; in I und II einsetzen 
usw. => 
b = -3; c = 2; 
y = 2x 2 - 3x + 2 


b) y’ = 4x — 3 = 0 => x = 3/4; waagrechte Tangente bei x = 3/4 = 0,75; P(0,75/0,875) 


4.73 f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d 
f (x) = 3a x 2 + 2b x + c 
f'(x) = 6ax + 2b 


I: 3a - 2b + c = -3 
II: 12a-4b + c = 5 
III: -12a + 2b =2 
IV;_ d = 1 


b = 6a+ 1 aus III in I und II 
einsetzen usw. => 
a = -10/3; b = -19; c = -31; 
y =-10 x 3 /3— 19x 2 -31x+ 1 
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4 Differentialrechnung 


4.74 a) 


b) 


Da die 2. Ableitung der 
Polynomfunktion 
identisch -1 ist, ist ihr 
Grad gleich 2: 

y = ax 2 + bx + c 
y' = 2 a x + b 
y” = 2 a 


y’(2) = -5 
y” = -1 

I: y’(2) = 2a-2 + b = -5 
II: v** = 2a = -l 


=> a = -1/2; b = -3; 
y = -x 2 /2 - 3x + c; 
y(2) = -4/2 -3-2 + c = c - 8 

Vergleich von y = -5x + c +2 mit der gegebenen Tangente y = -5x + 7 ergibt c+2 = 7 oder 
c = 5. Daher lautet schließlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = -x 2 /2 - 3x + 5 


Tangente an der Stelle x = 2: 
y = k-x + d = -5x + d; 

P(2/c-8) ist Berührpunkt der 
Tangente: 

c -8 = -5*2 + d => d = c + 2; 
daher lautet die Tangente: 
y = -5x + c +2. 


y = -x 2 /2 - 3x + 5 = 0 => xi = 1,36; X 2 = -7,36; y‘ = -x - 3 

y‘(xi) = -4,36; tan9i=^l,36 => 9 ,* =-77,1; 91 = 91 * + 180° = 102,9°; 

y‘(x 2 ) = 4,36; tan 92 = 4,36 => 92 = 77,1° 


4.75 y =ax 3 + bx 2 + cx + d x = 0: y = 1 => d = 1 

y' = 3a x 2 + 2b x + c y "(0) = 0: 6aO + 2b= 0 => b = 0 

y" = 6a x + 2b y*(-l) = 1: 3a-(-l) 3 + 2b (-l) + c-(-l) = 1 => c = l-3a. 

Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung: y = a-x 3 + (l-3a)-x + 1; y(-l) = 2a; 

Tangente an der Stelle x = -1: y = k-x + d = x + d; P(-l/2a) ist Berührpunkt der Tangente: 

2a = 1 (-1) + d => d = 2a + 1; daher lautet die Tangente: y = x + 2a + 1 

Vergleich von y = x + 2a -1 mit der gegebenen Tangente y = x + 5 ergibt 2a + 1 = 5 oder a = 2. 
Daher lautet schließlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = 2x 3 -5x + 1 


4.76 a) y'= e‘ 3x -(-3 sin(4x) + 4-cos(4x)); y" = e‘ 3x • (- 7 • sin(4x) - 24 • cos(4x)) 

e' 3x • (- 7 • sin(4x) - 24 • cos(4x))+ 6 • e' 3x • (- 3 • sin(4x) + 4 • cos(4x))+ 25 • e' 3x • sin(4x) = 0 
b) y' = e‘ 3x • (- 4 • sin(4x) - 3 • cos(4x)); y” = e' 3x • (24 • sin(4x) - 7 • cos(4x)) 

e' 3x • (24 • sin(4x) - 7 • cos(4x))+ 6 • e‘ 3x • (- 4 • sin(4x) - 3 • cos(4x))+ 25 • e' 3x • cos(4x) = 0 

4.77 a) (1) Grad 2, weil für y = a-x 2 + bx + c gilt: y"( x ) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ = 2a-x + b 

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = 2 => a = 1; y(0) = c = 4 ; y'(0) = b = -2; 
y = x 2 -2x + 4, Gleichung einer Parabel 

Umständlicher ohne Verwendung der I: y(0) = c = 4 

Ableitungen; beispielsweise: II: y( 1) = a + b + c = 3 =>a = 1, b = -2, c = 4 

III: v(2) = 4a + 2b + c = 4 

(3) An der Stelle x = -1 ist die Tangente waagrecht, also ist dort der Parabelscheitel: S(l/3) 

b) (1) Grad 2, weil für y = a-x 2 + bx + c gilt: y"(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ = 2a-x + b 

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = -2 => a = -1; y(0) = c = -15; y'(0) = b = -8; 
y = -x 2 -8x - 15, Gleichung einer Parabel 

(3) Parabelscheitel S(-4/l), weil an der Stelle x = -4 die Tangente waagrecht verläuft 

c) (1) Grad 2, weil für y = a-x 2 + b-x + c gilt: y"( x ) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ = 2a-x + b 

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"= 2a = 8 => a = 4; y(0) = c = 1; y'(0) = b = 4; 
y = 4x 2 +4x +1, Gleichung einer Parabel 

(3) Parabelscheitel S(-0,5/0), weil an der Stelle x = -0,5 die Tangente waagrecht verläuft 

4.78 a) (1) Grad 3, weil für y = a-x 3 + b-x 2 + c-x + d gilt: y'' '(x) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung; 

y‘ = 3a-x 2 + 2b-x + c; y“ = 6a-x + 2b 
(2) Mögliche Vorgangs weise: y"'= 6a = -18 => a = -3; y(0) = d = 2 
y'(0) = c = -l; y' '(0) = 2b = 4 => b = 2; y =-3x 3 +2x 2 - x+2 
Umständlicher ohne wenigstens teil weiser Verwendung der Ableitungen, 
b) (1) Grad 3, weil für y = a-x 3 + bx 2 + cx + d gilt: y"'( x ) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung; 

(2) Mögliche Vorgangsweise: y"'= 6a = -2,4 => a = - 0,4; y(0) = d = —2; 
y'(0) = c = 3; y"(0) = 2b = ^t=>b = -2;y = -0,4x 3 -2x 2 + 3x -2 
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4 Differentialrechnung 


4.79 a) f'(x) = 6 x 2 -l; f'(2) = 23; dy = 23 dx b) f , (x)=-^- r ; f(2) = |; dy = |-dx 

(l-2xf 9 9 

c) f'(x) = cosx; f'( 0 ) = l; dy = dx d) f'(x) = -sinx; = dy = -^-dx 

e) f'(x) = 2 -e 2 * ; f'(l)= 2 -e 2 ; dy = 2 -e 2 -dx; f)f'(x) = lnx+l; f'(l)=ln(l)+l = l; dy = dx 

4.80 a) f(x) = x; f (— 1 ) = —1; 

dx = 2: Ay = f(l)-f(-l) = 0; dy = -l-2=-2 

dx = 0,01: Ay = f(-0,9) - f(-l) = -0,00995; dy = -1 -0,01 = -0,01 

b) f (x) = -e“ x ; f ( 0 ) = — 1 ; 

dx = 0,1: Ay = f(0,l) - f(0) = -0,09516; dy = -1-0,1 = -0,1 

dx = 0,01: Ay = f(0,01) - f(0) --0,00995; dy = -1-0,01 = -0,01 

c) f(x) = cosx; f(n) = — 1 ; 

dx = ti/ 5: Ay = f(n+n/5) - f(n) —0,58779; dy = -l-n/5 = -0,62832 

dx = rt/20: Ay = f(7t+7i/20)-f(7i)=-0,15643; dy = -l- 7 t /20 = -0,15708 

d) f(x) = 1/x; f(2) = 0,5; 

dx = -0,2: Ay = f(l,8)-f(2) = -0,10536; dy = 0,5(-0,2) = -0,l 

dx =-0,002: Ay = f(l,998)-f(2) =-0,00100; dy = 0,5(-0,002) =-0,001 

e) f (x = - 2 /(x-l ) 2 ; f (- 2 ) = - 0 , 22222 ; 

dx = 0,1: Ay = f(-l ,9)-f(-2)=-0,02299; dy = -0,222220,1 =-0,02222 

dx = 0,05: Ay = f(-l,95) - f(-2) = -0,01130; dy =-0,222220,05 =-0,01111 

f) f(x) = - 2 sin( 2 x+ 7 t/ 3 ); f(0) = -1,73205; 

dx = -0,2: Ay = f(-0,2)-f(0) = 0,29778; dy = -l,73205(-0,2) = 0,34641; 

dx = -0,02: Ay = f(-0,02)-f(0) = 0,03423; dy = -l,73205(-0,02) = 0,03464 

4.81 Ja, die linearen Funktionen y = k-x + d; 

Grund: Ay = f(xo+dx) - f(xo) = k dx; dy = f (xo)-dx = kdx 

4.82 V(d) = —-d 3 ; exakt: — (201 3 -200 3 )mm 3 «63,15cm 3 

6 6 

V'(d) = ^. d 2 ; V'(200) = 62832 cm 2 ; näherungsweise; dV = 62832 • 1 mm 3 « 62,83 cm 3 

4.83 Stromstärke I: 

I = — linear in U (“y =k x + d” mit k = 1/75 und d = 0); daher ist die exakte Änderung gleich der 
näherungsweisen Änderung durch das Differential von I; 

F(U) = -1 ; Uo = 230; dl = I’(Uo) dU = ^ -(-5) = -0,0667 A; 

prozentuelle Änderung: I 0 = — = 3,0667 A; I 0 = —=~°’° 667 *-0,0217= -2,17 — =-2,17% 
y 6 0 75 Io 3,0667 100 

Leistung P: 

U 2 

P(U) = ; Uo = 230 V; P 0 = P(U 0 ) = 705,33 W; AP = P(U 0 - 5) - P(U 0 ) = -30,33 W; 

prozentuelle Änderung exakt: — = 30,33 = -0,0430 = -4,30- — = -4,30% 

6 P 0 705,33 100 

P'(U) = ^; P f (U 0 ) = = 6,133; dP = P’(U 0 )-dU = 6,133*(-5) = -30,67 W; 

prozentuelle Änderung näherungsweise: ]T~ = 7 Q 5 33 =_ 0,0435= -4,35-^ =-4,35% 


44 



4 Differentialrechnung 


4.84 Exakt: C 0 = 510 _6 F; 

dC = 0,1-10 -6 F: AT = T(C 0 + O.l-KT 6 )-T(C 0 ) = 0,0000625 s = 0,0625 ms 
dC = 0.5-10 -6 F: AT = T(C 0 + 0.510" 6 )- T(C 0 ) = 0,0003067 s = 0,3067 ms 

Näherungsweise: T'(C) = -j== = n ^; T'(C 0 ) = «• ^ =628,32; 

dC = O.l-lO -6 F: dT = T’(C 0 ) dC = 0,0000628 s = 0,0628 ms 
dC = 0,5-IO" 6 F: dT = T’(C 0 ) dC = 0,0003142 s = 0,3142 ms 

4.85 ro = 10,0 cm; |Ar| = 0,5 cm 

a) u(r) = 271 r; uo = u(ro) = 62,83 cm 2 ; u’(r) =27i; 

absoluter Maximalfehler: |Au| «|du| = |u’(ro)|*|Ar| = 2 ti- 0,5 = 3,1 cm; 
lAul Idul 31 

relativer Maximalfehler: -—-»-—- = —— = 0,05 = 5% 
u 0 u 0 62,8 

b) A(r) = Ti r 2 ; A(r 0 ) = 314,2 cm 2 ; A’(r) = 27i-r; 

absoluter Maximalfehler: |AA|»|dA| = |A’(ro)HAr| = 31,42 cm 2 ; 

relativer Maximalfehler: = 31,42 = = 

A 0 A 0 314,2 

4.86 ao= 2,0 dm; |Aa| = 0,5 cm 

a) 0(a) = 6-a 2 ; O 0 = O(ao) = 24 dm 2 ; O’(a) = 12a; 

absoluter Maximalfehler: |AO|«|dO| = |0’(ao)|-|Aa| = 24 0,05 = 1,2 dm 2 ; 

relativer Maximalfehler: = — = 0,05 = 5% 

O 0 O 0 24 

b) V(a) = a 3 ; V 0 = V(ao) = 8 dm 3 ; V’(a) = 3a 2 ; 

absoluter Maximalfehler: |AV| ~ |dV| = |V’(ao)l |Aa| = 12 0,05 = 0,6 dm 3 ; 

relativer Maximalfehler: nXLi^l = M = 0 075 = 75 o /o 
V 0 V 0 8 

4.87 do= 50,0 cm; |Aa| = 0,5 cm 

a) V(d) = (7t/6)-d 3 ; V 0 = V(d 0 ) = 65,45 dm 3 ; V’(d) = (n/2)-d 2 ; 

absoluter Maximalfehler: |AV| * |dV| = |V’(do)HAd| = 39,27-0,05 = 2,0 dm 3 ; 

relativer Maximalfehler: = — = 0,03 = 3% 

V 0 V 0 65,45 

b) 0(d) = Tt-d 2 ; O 0 = O(do) = 78,54 dm 2 ; O’(d) = 2n d; 

absoluter Maximalfehler: |AO|«|dO| = |0’(do)|-|Ad| = 31,4-0,05 = 1,6 dm 2 ; 

relativer Maximalfehler: = 0,02 = 2% 

O 0 O 0 78,54 

4.88 ho= 50,0 m; |Ah| = 0,5 m 

v(h) = J2gü ; v 0 = v(ho) = 31,3 m/s; v’(h) = ; 

V 2g-h 

absoluter Maximalfehler: |Av|« |dv| = |v’(ho)|-|Av| = 0,313-0,5 = 0,16 m/s; 

relativer Maximalfehler: — * — = = 0,005 = 0,5% 

v 0 v 0 31,3 

4.89 x 0 = 480 mm; |Ax| = 1 mm 

R x (x) = 1000 —^—; Rxo = Rx(x 0 ) = 923,1 Q; R x ’(x) = ; 

1000-x (1000-x) 2 

absoluter Maximalfehler: |AR X |» |dR x | = |R x ’(xo)| |Ax| = 3,698-1 » 3,7 Q; 

relativer Maximalfehler: ~ \^A = = 0,004 = 0,4% 

Rxo ^xo 923,1 
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4.90 |A/|// 0 = 1%; T(l)=2nJ±;T 0 = T'(/„) = 2* • ; T ’(0 = ; 

absoluter Maximalfehler: |AT| * |dT| = |T’(/o)|-|A/| = -fi= -|A/|; 

VS'A) 

7^_|a/| 

relativer Maximalfehler: ^-3 « ^ 7 — =—• = — • 1 % = 0,5% 

T " r " *■£ 2 '" 2 

4.91 oco = 42 0 ; |Act| = 0,5° = 0,00673 rad 

A(a)= ^-b-c-sina; Ao = A(ao) = 1856,1 cm 2 ; A’(a)= ^-b-c-cosa; 

absoluter Maximalfehler: |AA| «|dA| = |A’(ao)HAa| = 2061-0,00673 = 18 cm 2 ; 

relativer Maximalfehler: = ——— = 0,00969 « 1 % 

A 0 A 0 1856,1 

4.92 oo = 28°; |Ao| = l° = 0,01745 rad 

h(a) =52-tan a; h 0 = h(cco) = 27,65 m; h’(ot) = 52-(l+ tan 2 a); 

absoluter Maximalfehler: |Ah| « |dh| = |h’(ao)||Aa| = 66,78-0,01745 = l,16m«l,2m; 

relativer Maximalfehler: = 0,042 = 4,2% 

h 0 h 0 27,65 

4.93 ao = 20,0 cm; |Aa| = ? O(a) = 6a 2 ; O 0 = O(ao) = 2400 cm 2 ; O’(a) = 12a; 
absoluter Maximalfehler der Oberfläche: |AO| « |dO| = |0’(ao)|-|Aa| = 240-|Aa|; 

|AO| Idol 240-|Aa| 

relativer Maximalfehler der Oberfläche: -—-»-—- =- -—- =0,01 => 

O 0 O 0 2400 

absoluter Messfehler der Seitenkante |Aa| = 0,1 cm = 1 mm 

4.94 |Aa|/ao = ? 

V(a) = a 3 ; V 0 = V(ao) = ao 3 ; V’(a) = 3a 2 ; 

absoluter Maximalfehler des Volumens: |AV| « |dV| = |V’(ao)|-|Aa| = 3ao 2 -|Aa|; 

relativer Maximalfehler des Volumens: 1^1 »1^X1 = 3 - a ~ l Aa i = 3.1^1 =0,03 => 

V 0 V 0 a 3 a 0 

|Aa| 

prozentuelle Messunsicherheit der Seitenkante -—- = 0,01 = 1% 

a o 

4.95 a) x — 1; y = 2t; y’= | = 2t=0 => t = 0; x(0) = 0+l = l;y(0) = 0 2 - 1 =—1;P(l/—1) 


b) x = 1; y = 3t 2 ; y’= ^ = 3t 2 =0 => t = 0; x(0) = -1; y(0) = 1; P(-l/l) 

X 

c) x = — l —-, y = 2t; y’ = i = -^-=0 =* t = 0; x(0) = 0,5;y(0) = 0; P(0,5/0) 

(2-t) 2 x (2-t) 2 

d) x = e*; y = 2t; y' = ^ = ^ =0 => t = 0; x(0) = e° = 1;y(0) = 1 + 0 2 = 1;P(l/1) 

x e l 


H-V- 


2 



1 

\ 



J 

\ 



f 

1 


2 

2 

1 

—»- 


P 









t 






i i 


i 

i 
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4 Differentialrechnung 


e) x = 2; y = 


5 y _ 5 

2V5t’ y x 4-V5t 


= 0; keine Lösung, daher kein Punkt mit waagrechter T. 


f) x = -sint; y = 2sint cost; y' = — = -2cost =0 => t = ±7i/2, ±37i/2 usw. 

x 

x(±7i/2) = x(±3tt/2) = ... = 0; y(±n/2) = y(±37t/2) =... = 1; P(0/1) 


g) x = 


1 


1 


(l-t) 2 ’ y (3-t) 2 


. y = (l-t)i = 


= 0 => t = 1; dieser Wert ist aber nicht im 


x (3-t) z 

Definitionsbereich von x = x(t); es gibt daher daher keine waagrechte Tangente 

tj = 1; t 2 = -1 ist nicht im Definitionsbereich von 


iv . 1 . t 2 -l , y t 2 -l n 

h) x = -; y = -~y ; y=4- = ——=0 
t 2t 2 x 2t 


2t* x 

x = x(t); x(l) = 0; y(l) = 1; P(0/1) 

* 




/ 







r 



1 

0 

i 

2 


2 +1 




zue) 


zu f) 




- 2-10 1 
zu h) 


i) x = -; y = 1 \ , ; y* = -^= t / 1 =0 => ti = 0, t 2 = 1,t 3 =-1; die Stellenti undt 3 liegen 

t (1+t 2 ) 2 X ( 1 + t 2j2 

nicht im Definitionsbereich von x = x(t); x(l) = 0; y(l) = 0,5; P(0/0,5); 

j) x = e* +e"‘; y = e'-e-‘; y' = i = 4^4 = 0, d.h. e'= oder e 2t = 1 => t = 0; 

x e'+e“' 

x(0) = 0; y(0) = 2; P(0/2); 

k) x = 1; y = (1—t)-e _t ; y' = | = (l-t)e _ ‘ =0 => t= 1;x(l) = 3;y(l) = 0,368;P(3/0,368) 


1) x = —Lr; y = 4-(2t+l); y' = 4 - (2t+1) - (1 — t) 2 =0 => ti =-0,5; t 2 = 1 ist nicht im 
(1-t) 2 

Definitionsbereich von x = x(t); x(-0,5) = -0,333; y(-0,5) = 0; P(-0,3333/0) 



zui) 






7 

2 

P 

l 5 

1 




zuk) 


hfl 





— 

"8 


y 


'— 

"6 

/ 

f 




■4 

t 





~2 

p 





2 

Lo- 

0 

V 

r~ 

r~ 

F 


zu 1) 


4.96 a) x(0) = 2; y(0) = 1; P(2/l); x = 2• e‘; y = -e“‘; y' = ^ =-y’(t = 0) = k =-0,5 

x 2-e 

Tangente: y = k-x + d; y(0) = -0,5-x(0) + d => d = 2;y = -0,5-x + 2 

b) x(l)= l;y(l)= 1;P(1/1); x = 4t; y = 4 t 3 ; y* =t 2 ;y’(t-= l) = k= 1; 

Tangente: y(l) = l-x(l) + d =>d =0;y = x 

c) x(n/4) = 2,12; y(?i/4) = 2,12; P(2,12/2,12); x = -3 -sint; y = 3 cost; y’ = -cot t; 
y’(t = n/4) = k = -1; Tangente: y = -x + 4,24 

d) x(l)= 1; y(l) = -0,307; P(l/-0,307); x= -1/t 2 ; y = 1/t; y’ =-t; y’(t= 1) = —1; 

Tangente: y = -x + 0,693 
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4 Differentialrechnung 


4.96 e) x(0,5) = 1,2; y(0,5) = 0,6; P(l,2/0,6); 


x = 


3-d-t 2 ) 

(1+t 2 ) 2 


y= 


6t 


d+t 2 ) 2 


2t 

l-t 2i 


y’(t = 0,5) = k = j; Tangente: y = j -x - 1 

f) x(0) = 0; y(0) = 1; P(0/1); x = cosh t; y = sinh t; y’ = tanh t; y' = tanh t; y’(t = 0) = k = 0; 
Tangente: y = 1 

g) x(2) = 7,54; y(2) = 3,63; P(7,54/3,63); x = 2 • sinht; y = cosht; y' = * ; 

2-tanht 


y’(t = 2) = 0,519; Tangente: y = 0,519 x - 0,276 

h)x(0,5) = 0,681;y(0,5) = 1,536;P(0,681/l,536); x= , ■' ; y = ~; 

2-(t 2 +l)^arctant t 2 +l 

y' = -2-^/arctant; y’(t = 0,5) = k = -1,362; Tangente: y = -l,362-x + 2,464 


4.97 xo = 3 = 5-cos t oder cos t = 0,6 => ti = 0,927, t 2 = 27t - ti = 5,536; 
y(ti) = 5sin(t 2 ) = 4; Pi(3/4); y(t 2 ) = 5-sin(t 2 ) = -4; P 2 (3M); 

1 


x = -5 • sin t ; y = 5 • cos t ; y' = - 


tan t 


y'( l i) = “t =k ii Tangente durch Pi: y = ~-x + ^; 

4 4 4 

y'( l 2 ) = t =ki; Tangente durchP 2 : y = ^-x-^; 

4 4 4 


4.98 a) x = -sin t; y = -2sin(2t) = -4-sin t cos t; y‘ = 4 cos t = 0 
=> ti = 7t/2; t 2 = 37t/2; 

x(t,) = 0; y(ti) = -1; P,(0/-1); x(t 2 ) = 0; y(t 2 ) = -1; P 2 = Pi 

b) x = -sin t; y = 2 cos(2t); y' = — - = o oder cos(2t) = 0 => 

sint 

2t = 7t/2 oder 37t/2 oder 57t/2 oder 7 tt/ 2 (solange noch gilt 0 < t < 27t), 
also: 

ti = 7t/4; t 2 = 37t/4; t3 = 57t/4; t4 = 77t/4; 

Pi(0,701/1); P 2 (-0,701/-l); P 3 (-0,701/1); P 4 (0,701/-l) 




c) x = cos t; y = -3-sin(3t); y' = - 3 sin ( 3t ) = o oder sin(3t) = 0 => 

cost 

3t = 0 oder 7t oder 27t oder 37t oder 47t oder 57t 

(solange noch gilt: 0 < t < 27t), also: 

ti = 0; t 2 = 7t/3; t 3 = 27t/3; U = 7t; ts = 47t/3; t6 = 57t/3; 

Pi(0/1); P 2 (0,866/-l); P 3 (0,866/1); P 4 (0/-1); P 5 (-0,866/1); P 6 (-0,866/-l) 



4.99 x(t) = sint = 0 => t = 0sowiet = 7t; 

y(t) = sin(2t) = 0 => t = 0,7t, 27t sowie 37t; 

d.h. für ti = 0 und t 2 = 7t ist P(0/0) ein Punkt des Graphen. 

x = cos(t); y = 2 • cos(21); y' = 2 ~ cos(2t) ; 

cos(t) 

y‘(t = 0) = 2 sowie y‘(t = 7t) = -2 sind die Steigungen der beiden 
Tangenten; da Ursprungsgeraden, ist d = 0: y = 2x sowie y = -2x 
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4 Differentialrechnung 


3-cost 3 

4.100 * = -5-sin t; y = 3-cos t; y' = - —— = - ——; 

5-sint 5-tant 

y’ =tan 135° = -l; y’ =--— = -1 oder tant = - 

J 5-tant 5 

=> ti = 0,540; t 2 = 7i + ti = 3,682; 
daraus die Punklte: Pi(7,29/2,54); P 2 (-l,29/-0,54) 



4.101 a) 


b) 


x = 2-(l-cost); y = 2-sin t; y' = 


sint 

1-cost ’ 


t-Wert 

Tangente 

ti = 1: PK0,317/0,919); 

y=l,830-x + 0,339 

y‘(t,)= 1,830 
t 2 = 2: P 2 (2,818/2,832); 

y = 0,642-x+ 1,432 

y‘(t 2 ) = 0,642 
t 3 = 3: P 3 (5,718/3,980); 

y = 0,0709-x + 3,575 

y‘(t 3 ) = 0,071 



y 


sint 


= 0; der Zähler sin t ist null für t = 0, ±7t, ±27t, ±371, ±47t, ±5 tc usw. 


1-cost 

Für t = 0; ±2tc, ±471 usw. ist allerdings auch der Nenner null, weshalb t = 0 nicht im 
Definitionsbereich der Ableitungsfunktion y‘ liegt. Der Graph lässt dort eine Spitze 
vermuten (wie unten gezeigt wird). Nur für ±7t, ±37t, ±5 tt usw. liegt eine waagrechte 
Tangente vor. Die Berührpunkte haben die x-Koordinaten ±27t = ±6,28; ±671 = ±18,85; ±107t 
= ±31,42 usw. sowie alle die y-Koordinate 4. 

Verhalten von y‘ für t -> 0: 

, _ sint _ sin(2-t/2) _ 2-sin(t/2)-cos(t/2) _ cos(t/2) 

^ 1-cost l-cos(2*t/2) sin 2 (t/2)+cos 2 (t/2)-cos 2 (t/2)+sin 2 (t/2) sin(t/2) ’ 


lim = + 00 ; lim C -- S - (— = - 00 ; daher besitzt y‘ bei t = 0 eine Spitze mit 

t->o+ sin(t/2) t-»o- sin(t/2) 

Steigungen ± 00 . Für t ±27t, ±471 usw. gilt Gleiches, da x(t) und y(t) periodisch mit der 
Periode 27t sind. 


4.102 x = 2t cos t; y = 2-t-sin t; y‘ = tan t; 

y’(t = 7t/4) = 1; x(7t/4) = 2,525; y(7t/4) = 0,303; P(2,525/0,303); 

Tangente: y = x - 2,221 

4.103 x = 2-cos t - 2-cos(2t); y = -2-sin t + 2-sin(2t); 

, _ sint+sin(2t) __ q _ s * n + s i n (2t) = 0; 

J cos t-cos (2 t) v y 

-sin t + 2-sin t-cos t = sin t-(-l + 2-cos t) = 0; 

daraus nach dem Produkt-Null-Satz: 

(1) sin t = 0 ^ tj = 0, t 2 = 7t; für tj = 0 ist jedoch auch der Nenner 
cos t - cos(2t) von y’ gleich null, weshalb t = 0 nicht im 
Definitionsbereich der Ableitungsfunktion y‘ liegt. Der Graph lässt 
dort, also im Punkt Pi(0/1), eine Spitze vermuten (wie etwa mit der 
Regel von de l’Hospital, Lehrbuch, Seite 142 ff., gezeigt werden 
kann). 

(2) -1 + 2-cos t = 0 oder cos t = 1/2 => t 3 = n/3; U = 57t/3 

Somit lauten die Punkte mit einer waagrechten Tangente: P 2 (0/-3); 

P 3 (,866/l,5); P 4 (-0,866/l,5) 
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4 Differentialrechnung 


4.104 a) x(t) = 0 fiir => t,=-l;t 2 =l; y(t) = 0fiirt 3 -t = t-fl 2 - 1) = 0 => t'=-l,t 2 =l, 

tß = 0; d.h. für ti = -1; t 2 = 1 sind sowohl x wie auch y null. 

... _ , 2t-(t 2 +l)-(t 2 —l)-2t _ „ 4t . ... _ „ (3t 2 -l) (t 2 +l)-(t 3 —t)-2t _ „ t 4 +4t 2 -1 

>.ij> (,\<f 

v t 4 +4t 2 —1 

y' = — = ————i; y’(ti) = —1 = tan cti => cxi =^15° + 180° = 135° 
x 4t 

y(t 2 ) = -1 = tan a 2 => a 2 = 45° 

b) y‘ = 0 für t 4 + 4t 2 - 1 = 0; setzt man vorübergehend u = t 2 , so erhält man eine quadratische 
Gleichung in u: u 2 + 4u - 1 = 0 => ui = 0,2361; u 2 = -4,2361; t = ±7^7 => U = 0,486, 
t 5 = -0,486 (aus u 2 keine reelle Wurzel ziehbar); P(-l,236/-0,601); Q(-l,236/0,601); 


4.105 a) 


b) 


x = 0fürcost = 0 => to = 7 t/ 2; y = 0 für sin(2t) = 0 
=> 2t = n (die weiteren Lösungen führen auf t-Werte 
außerhalb des Definitionsbereichs) oder to = n/2 
3 


x = 3 • 


-sin 2 t-cos 2 1 


y = 4 -cos(2t) 


, _ y _ 4-cos(2t) sin 2 t 

y _ I _ 3 



y’(n/2) =j=tana => a = 53,1°;Tangente:y= j-x 
y‘ = 0 für cos(2t) sin 2 t = 0; Produkt-Null-Satz: 

(1) cos(2t) = 0 => 2t = 7t/2, 3n/2 (alle weiteren Lösungen führen auf t-Werte außerhalb des 
Definitionsbereichs); damit: ti = tc/ 4, t 2 = 3 ti/4; Pi(3/2), P 2 (-3/-2) 

(2) sin t = 0 => t = 0,7t usw., stets außerhalb des Definitionsbereichs 


4.106 a) 
b) 


c) 

d) 


x = v 0 • cos a ; y = v 0 • sin a - g • t 

x = 30^y t = 15V3 t; 

y = 20 + 30- — •t-5-t 2 =20 + 15-t-5-t 2 
3 2 

y = 0 => ti=0s(Abschusszeitpunkt); 

t 2 = 4 s (Zeitpunkt des Auftreffens am Boden) 

x = 15 V3 ; y = 15 - 10t; 
v(t 2 ) = ^/x 2 + y 2 = 10Vl3 « 36,1 m/s 

v 15-10-4 

y' = — = —— -j=— = -0,962 = tana => a= -43,9°+180° = 136,1° 
x 15-V3 

y‘=0 für y = 15-104 = 0 => t = 1,5 s; S(39,0 m/31,3 m) 



4.107 a) y(t) = f(x(t)), d.h. sin t = cos 2 t; sin t = 1 - sin 2 t; u = sin t 
u = 1 - u 2 => ui = 0,618; u 2 = -1,618; 
sint = ui = 0,618 
=> ti = 0,666; t 2 = 7ü — ti = 2,475; 
sin t = u 2 ist nicht möglich, da ein Sinuswert zwischen -1 
und +1 liegt. 

xi = cos(ti) = 0,786; x 2 = cos(t 2 ) = -0,786 = -xi; 
yi = xi 2 = 0,618; y 2 = x 2 2 = yu 
Schnittpunkte: S,(0,786/0,618); S 2 (-0,786/0,618); 
Parabel: y‘ = 2x; y‘(xi) = 1,572 = ki; 



Schnitt Parabel mit Kreislinie 
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4 Differentialrechnung 


Kreislinie: x = -sin t; y = cos t; y‘ = y/x = -cost/sint; y‘(ti) = -1,272 = k 2 
tan<p= k2 ~ k| =2,845 => (p = 70,6°. 

1+kj ^2 

Der Schnittwinkel in S2 ist aus Symmetriegründen ebenfalls gleich cp. 
b) y(t) = f(x(t)), d.h. ln Vt = ln(2t 2 ); daraus Vt = (2t 2 ) 
oder t = 4t 4 und t*(l—4t 3 ) = 0. 

Produkt-Null-Satz: 

(1) ti = 0, ist nicht im Definitionsbereich von y(t) 

(2) 1-4^ = 0 => t 2 = 0,630; x(t 2 ) = 0,397; y(t 2 ) = -0,231; 

Schnittpunkt S(0,397/-0,231). 

1. Funktion: y‘ = 1/x; y‘(0,397) = 2,520 = k i; 

2. Funktion: x = 2t; y = l/(2t); y‘ = y/x = l/4t 2 ; y‘(t 2 ) = 0,630 = k 2 ; 

tan cp = k* = -0,730 => cp* = -36,1°; cp* + 180°= 143,9° bzw. supplementär cp = 36,1°. 

1+kj ^2 



4.108 a) 


b) 


I: 2•e t =Vx 

II: e~ t = x 2 

nichtlineares Gleichungssystem; I => x = 4 e 2t , in II einsetzen: 
e" t =16 e 4t oder e 5t = 1/16 => to = -0,554; 

_ = 4 >p 2(-0,554) = , 

x(to) = 2-e^ 554 = 1,15; ’y(to) = e^’ 554) = 1,74; 

Schnittpunkt S(l,15/1,74); 

1. Funktion: x = 2-e t ; y = -e _t ;y' =-y‘(to) = -1,516 = ki 

2. Funktion: x = ; y = 2 • x; y' = 4 • V?; y‘(^o) = 6,063 = k2 



tancp = 


k2 k| = -0,925 => 9* = -42,8°; <p* + 180°= 137,2° bzw. supplementär <p = 42,8° 
l+k|*k 2 


I: ^ 1 =^ 

II: ln(2t) = Vx+1 

nichtlineares Gleichungssystem; I => ln t = 2t und damit t = e 21 ; 
in II einsetzen: ln(2-e 2T ) = ln 2 + ln(e 2t ) = ln 2 + 2 t = Vx +1 ; 
diese Wurzelgleichung fuhrt nach Quadrieren auf 
t 2 +0,443 15 t-0,12989 = 0 => 

xi = 0,201 und X2 = -0,645; x 2 ist keine Lösung der Wurzel- 

gleichung (Probe!); ti = e 20 ' 201 = 1,496; 

x(n) = V2 0.201 = 0,635; y(T,) = Jo ,201 + 1 = 1,096; 



Schnittpunkt S(0,635/1,096); 

1. Funktion: x = —^; y = -; y‘= 2>/int; y‘(ti) = 1,270 = ki 

2tvt t 

2. Funktion: * = -7!=; y = / ; y' = ^ J-^j-;y‘(ti) = 0,290 = k 2 

V 2t 2Vt+1 2 V t+1 


tancp = 


^ 2 kl = -0,717 => cp* = -35,6°; cp* + 180°= 144,4° bzw. supplementär cp = 35,6° 
l+k 1 k 2 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.1 a) y(t) = 2 + 30t - 5t 2 ; y(2) = 42 m 

Zeitintervall {2s; 2,5 s]: y(2,5) = 45,75 m; Ay/At = (45,75 - 42)/0,5 = 7,5 m/s 
Zeitintervall [2s; 2,1 s]: y(2,l) = 42,95 m; Ay/At = (42,95 - 42)/0,l = 9,5 m/s 
Zeitintervall [2s; 2,01 s]: y(2,01) = 42,0995 m; Ay/At = (42,0995 - 42)/0,01 = 9,95 m/s 

b) v(t) = y‘(t) = 30 - 10 t; v(2) = 10 m/s 

c) Maximale Höhe, wenn v = y‘(t) = 30 - 10t = 0 => t = 3 s; maximale Höhe y(3) = 47 m 

5.2 Die Last Q wird mit derselben Geschwindigkeit gehoben, mit der sich C 

der Punkt C nach oben bewegt. Dessen Höhe sei h; a = 8 m. //(T 

h = V 8 2 -x 2 ,h = ^-x= *— x; / \ 

ViW a / „ \ a 

1 f ^ X 

Einsetzen: h = - -=1 = 0,13 m/s. t \ N 

V8 2 -! 2 / ! 



5.3 x : y = 4 : 8 , x = y/2; V = 7 ix 2 y /3 = n y 3 /l2; V = (dv/dy)-y = ( 7 ty 2 / 4 )-y; 
y = 4 V/( 7 ty 2 ); Einsetzen: y = 12/(257r) =0,153 m/h 

5.4 e(t) = V (200 • t ) 2 + (300 • (t - 1)) 2 = 100 • V (2 • t ) 2 + (3 • (t - 1)) 2 = 100 • • t 2 -18 • t + 9 

e = 100 - , 13 t ~ 9 ; 

Vl3t 2 -18t+9 

e(2) = 340 km/h = Geschw., mit der sich die Flugzeuge um 14 Uhr voneinander wegbewegen. 

5.5 a(t) ist die Würfelkante zur Zeit t; a(0) = 10 dm; V(0) = 10 3 dm 3 ; 

V(t) = [a(t)f = 10 3 dm 3 + (1 dm 3 /min) t = 10 3 + 1 ; a(t) = Vl 0 3 +t; 

ä = — 7 = 1 — • 1 ; ä( 0 ) = —dm/min = - mm/min 
3-^/(10 3 +t ) 2 300 3 


5.6 q(t) = 25-30-lCT 6 -As(l-e' 
i= q = 25-30-10~ < As— 


1/(3010^ 1000 s) ). 


- • e -'/ (3010 " s ) = JL A • e " 1/30 ms = 25 mA • e - 1/30 " 
J 1000 


5.7 q(t) = 7,5 • 10 " 4 A s • e 3010 ' 6l00 ° s ; 


i = q = 7,5-10 _4 As-^-e 

-3010" 6 1000s 

Polynomdivision _ 

a) lim —-- = lim(x + 2) = 4 

x—2 X — 2 x—2 

b) lim x + —- = lim(x + 3)= 4 

x—>1 X — 1 x—1 

c) lim —- — X -- - = lim(x -1) = 2 

x—3 x — 3 x—3 

d) lim -- + ^ = lim(x - 3) = -1 

x—2 x — 2 x—2 

e) lim = u m ( x +1) = 3 

x-2 (x-2) 2 


= -25mA-e 30ms ; |i| = 25mA-e 
Regel von de l‘Hospital 
= lim —= 4 

x-2 1 

= l im 2x±2 =4 

X—>1 1 

2x -4 . 

x—3 1 

x—2 1 


3x z - 6 x-5 0" 


.. 6 x -6 . 

hm = 3 


x->2 2 (x-2) "0 x-2 2 
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5.8 Polynomdivision 


Regel von de l‘ Hospital 


f) lim 

X— >1 


g) lim 

X— >1 


X 3 +X-X-l . 

-z-= lim (x + l)= 2 

x 2 -l x-l V 

x 4 - x 3 - 3 x 2 + 3x =|im ( x2 _ 3 ) = _ 2 

~ X— >1 ' 1 


h) lim 


x 6 -3x 4 +3x 2 -1 


x -2x +1 
3 c„2 


= lim(x 2 -l)= 0 


.. .. x 3 -5x 2 +8x-4 (. 3 \ 

l) lim —---= lim 1-= 

X->2 X 3 -2x 2 -4x + 8 x->2^ x+2) 


.. 3x +2x-l . 

= lim-= 2 

x—>i 2x 

.. 4x 3 -3x 2 -6x + 3 . 

= lim-= -2 

*-*i 2 x-l 

.. 6x 5 -12x 3 +6x 0" .. 30x 4 -36x 2 +6 . 

= lim---= —— = lim---= 0 


= lim 


4x -4x 
3x 2 -10x + 8 


"0 X->1 


12 x 


0" r 6x-10 1 

ui Ai a — — — lim-— — 

x -> 2 3x 2 -4x-4 ”0 x->2 6x — 4 4 


1 

5.9 a) limi5a±^ = limi±^ = l 

x->0 x x->0 1 


c) l im iEÖ±^) = i im l± 2 x =2 

x->0 X x->0 1 

_ 1 _ 

e) Min MzZ 0 = lim Il = x 3 -i 

x->0 x x->0 1 

g) l im «5(2x) = li m 2^(2x) =2 

x->0 x x->0 1 

.. .. sin(a x) .. a cos(a x) 
l) lim—--- = lim---- = a 

x->0 X x->0 1 

, x .. a x-sinx .. a-cosx 
k) lim-= lim 


b) lim 


x->0+ 




x->o+ 2x 
2x 


d) lim ln(1 + X ) = lim = Hm —L. = i 

X x->0 2x x->0l + x 


x->0 


i _ e x _ e x 

f) lim-= lim-= -1 

x->0 x x->0 1 

h) li m 5W = lim Z^!f 0 =2 

x->* tanx x^Tt 1 + tan x 
j) lim l-cos(b x) ^ im a^i_ n(b : x ) =0 

x->0 X x-»0 1 


k. * ,v x+sin(a x) .. l+acos(ax) 1+a 

— = a-l 1 ) lim--—- = lim —7 -^^ = — 

x->0 xcosx x->ocosx+x*sinx x->o tan(bx) x->o b(l+tan 2 (bx)j b 


5.10 Manche Aufgaben können leicht ohne Anwendung der Regel von de L’HospiTALgelöst werden, 
a) lim^-^ = limf- + —1 = — b) lim 3x = limf3-—1 = 3 c) lim!- = lim — = -3 

x->oo 2x x—>°oy 2 2x ) 2 x-x» X x-*<x\ xj x->oo 1 —X x ->00 — 1 

d) lim^-^= limf- + —1 = 00 e) lim x ~ = limfl + -i-1 = 1 f) lim^^= limf- + -^-l = 0 

x—>oo 2x x-ko^2 2 xj x->oo x 2 x-**\ X 1 J x->oo X 2 x->oo\^x \ 2 J 

1 

g) lim ^ X+1 = lim= - = 0 h) lim = lim J 4 + —?— = V4 = 2 

x —>qo x+2 x ->00 1 1 x —>00 V x-l x->oo V x-l 

-x+3 .. (a-x+3)/x .. a+3/x . x x 2 +a .. 2x 2 1 

—- = lim ——-4— = hm _ , = a j) lim ——-—— = lim —— = lim — = — 


1/x 


= lim 


i) Hm lim-- 

x >oo x+1 x—>oo (x + l)/x 

k) lim = lim — = 0 1) lim y-* X ~* = lim . . 

X-KO X x-wo 1 x -*°Vx 2 +b m "x/Vx 2 + b 

e x gX e X ß X e X e X 

m) lim — = lim — = oo n) lim — = lim — T = lim — = lim = oo 

X —>00 X X —>oo 1 X->oo x i X ->00 2x Z x—>» OX X—>oo 6 

e x 

= lim 


- - — — a j) 11111 --- = 11111 - = 11111 — = — 

1+1/x x->oo 2x 2 +b x—>oo 4x x—>oo 4 2 


,. 4.0 

x-wVx 2 X 4 


o) lim 


= lim 


2-e x 


- = lim ■ 


11111 ---11111 - — lim-— lim - 

x->oocoshx x-+ool.( e x +e’ x ) x->°o e x + e “ x e _x x-^oo] + e 


- = 2 


e c 2 

p) lim-= lim--— = lim- 

x->°o sinh x x->ool.( e x _ e x ) x->« e x _ e - 


e_x .. 2 
-= lim - 


X >00 1 _ Q 


- = 2 



5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.11 a) lim Vx • ln x = lim Hm-—— = -2 • lim r = -2 • lim x 2 =0 

x->0+ x->0+ 1 x->0+ 1 x->0+ __ x->0+ 


b) lim x e x = lim — = lim — = 0 

X->00 X->00 g X X-><JO Q X 


d) lim — 

X->00 X 


• ln(2x + a) = lim ln ( 2x+a ) = 2 ■ lim ——!—- = 0 

x ->00 X x->oo l*(2x+a) 


c) lim x 2 • e 3x = lim Ar- = lim = lim —= 0 

x->oo x->oo x-foo 3 e JX X -400 9 e JX 


. .. x .. sinx cosx 

e) hm sin x • tan — = lim---= lim--- 

x->ji 2 x->* * x->n _j_ 

tan(x/2) 2*sin 2 (x/2) 


C0SX -= lim(-2)-sin 2 (x/2)-cosx = 2 oder: 

1 x->n 


lim sin x • tan — = lim sinf 2 • — ] • tan — = lim 2 
X-+K 2 x->* V 2 y 2 x ->* 


. X x sin(x/2) . 2 X ^ 

sin - • cos - • ) ' = lim 2 sin - = 2 


f) lim sinx 

x->0+ 


tan —= lim sin z • — tan —= limzsin — cos- ; , ; = limzsin — = 2 

2 x ->* V 2; 2 x-+* 2 2 cos(x/2) x ->* 2 

. .. lnx x .. -sin 2 x .. -2sinx-cosx _ 

• lnx = lim —-—= lim —-—= lim-= lim-= 0 

x->o+ 1 x->o+ -cosx x->o+ x ■ cos x x-»o+ cos x - x • sin x 

sinx sin 2 x 


V** . 1 / 0 X 1 - ln(2x) .. x .. - sin 2 x .. -2sinx-cosx A 

g) lim tan x • ln(2x) = lim —^—- = lim —-— = lim-= lim-= 0 

x->0+ x-*0+ 1 x->0+ -1 x->0+ x x->0+ 1 


tanx sin 2 x 

, . .. fn \ .. (7i-2x) sinx .. -2-sin x + (7t-2x)-cosx -21 + 0-0 , 

h) lim — x I • tan x = lim ----= lim -----=-= 1 

2 ) x->x /2 2cosx x->x /2 -2sinx -2 


)lim x-f—-arctan x] = -- lim x • (71 -2• arctan x)= li 

X ->00 ^ 2 J 2 x—>co X- 


.. n -2- arctan x .. i +x 2 
lim---= lim ■ 

X->00 2 I X->00 2 ~~i 

X X 2 


= lim X ■ . = lim — = lim 1 = 1 

X -+00 1 + X 2 x->oo 2x X —>00 

5.12 Manche Aufgaben können ohne Anwendung der Regel von de L’HosPlTALgelöst werden. 


a) lim |---Ü = lim ^- = -00 
x->0 V x J x->0 


.» fl l ) .. 1-Vx 

b) hm- ■?= = lim-= 00 

x->0+ ^ X v X / x->0+ X 


c) lim f —-^-1 = lim X ^- = 00 d) lim (x - Vx )= lim Vx • (Vx -1)= 00 

x->l-y 1 —X 1-x 2 ) x—>1— 1-x 2 x->oo V 7 x —>00 V 7 

e) lim (Vx + 1 - yfx)= lim (Vx + 1 - Vx)• + * + = lim A— —“7= = r ■ * — r= = 0 

x -*® x->oo Vx + l+Vx x -*°°Vx + l+Vx ^«Vx + l+Vx 

e x f e x 1 f e x 1 

f) lim (x- ln x) = lim (ln e x -lnx) = lim ln— = ln lim— = ln lim— =00 

x —>00 x->oo x->oo x ^x->oo x J ^x->oo 1 J 

g ) , im r_j—n== lim zü ^=0 

x->o^tanx sinxy x-^sinx sinxy x->o sinx x->o cosx 

. x .. ( 1 1 ^ .. f cosx \ \ .. 2x-cosx-sinx .. -2x sinx+cosx 

h) lim-I = lim-I = lim-= lim-= -00 

x->o-Vtanx 2x ) x->o-vsinx 2x ) x->o- 2x-sinx x->o-2sin x+2x-cos x 


.... 1 1 1 .. x-1-lnx .. 

i)lim-= lim-= lim 

x->i^lnx x — 1 y x->i (x -1) • ln x x-»i 


1 

x 1 - X_1 V 1 1 

---— = lim-= lim-= — 

lnx + (x-l)-— x->1 x lnx + x-1 x->ilnx + l + l 2 

x 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.13 a) 
b) 


c) 


d) 


e) 

0 


8 ) 


h) 


0 


j) 

k) 

l ) 


lim ( 2 x) x = lim e xln(2x) = e° = 1 , weil lim x • ln( 2 x) = lim = lim = - lim x = 0 

x->0+ x->0+ x->0+ x->0+ 1/X x-»0+ —\j x Z x->0+ 

lim f—Y = lim e x,n(1/x) = lim e x[ln| - |nxl = lim e' xlnx = lim e° = 1 , weil 

x->0+V X J x-*0+ x->0+ x->0+ x->0+ 


lim x• lnx = lim = lim = - lim x = 0 

x->0+ x->0+ 1/ X x->0+ — \/\ z x->0+ 


lim 




lime 1+x =e *, weil limx - ln X = "oo- 0 "= lim— 7 ^ = 

x— >00 l + x x-x» 1/X 


ln- 


x—>°o y 1+X ) x-x» 

1 + X 1 

= lim X W 

X->00 1 


x-*»^x ) U + xJ *-*»^x ) V 1 + x y 

x 2 

( lY xlnf 1--1 / , \ lnfl-—j 

lim 1-= lime v x; =e‘, weil lim xln 1-— ="°o-0"= lim —= 

x-xo^ X J X—>Q 0 X—>Q 0 ^ X ) x—>«o 1/x 


= lim - 

X->00 


- 1 /x 2 


- = - lim - 


- = - lim 


X >oo X -1 x->oo l x -1 


+ 1 =-l 


-lnx 


limx 1_x = lime 1_x =e \ weil lim-^ = -^- = lim^ = -l 


X— >1 


x—>1 


.. lnx 0 1/x 

lim-=-= lim — 

x—>1 1—X "0 x—> 1 —1 


lnx 


lim x s,nx = lim e s,nx nx = lim e° = 1 , weil lim sinxlnx = lim = 
x->o+ x->o+ x->o+ x->o+ x->o+l/sinx 


= lim 


1 /x 


.. sin 2 x .. 2sinx-cosx A 
- = - lim-= - lim--— = 0 


11111 / 0 — lim — 11111 

x ->o+ —cosx/sin 2 x x->0+ x-cosx x->o+ cosx-xsinx 

lim (sinx) x = lim e x lnsinx = 1 , weil lim x • ln(sin x) = lim M^> = u m cosx / si " x : 

x->0+ x->0+ x->0+ x-*0+ 1/x x->0+ _ \/x l 

.. x 2 -cosx .. 2x-cosx-x 2 sinx A 
= — lim —;-= — lim-= U 


x-+o+ sin x 


x->0+ 


lim x tanx = lim e tanx,nx = lim e° = 1 , weil lim tan x • ln x = “ 0 -(-oo)” = lim ] nX = 
x-*o+ x-*o+ x->o+ x->o+ x-*o+ 1 /tanx 

= Hm —~~ Um —— =" = - lim 2sinx ' cosx =0 
x^o+_i/ s i n 2 x *->o+ x 0 x->o+ 1 

lim tanx“” x = lim e u ‘ nxln(lan ’ !) = lim e° = 1 , weil lim tanx-ln(tanx) =“(>•(-«>)” = 

x—> 0+ x—> 0+ x—> 0+ x->0+ 

.. ln(tanx) .. l/(sin x-cosx) .. A 

= lim —7 -- = lim — — 7 —-—- = - lim tan x = 0 

x—> o+ 1 /tanx x—> o+ —l/sin 2 x x-*o+ 

limfcoshx)^ = lime ,ncoshx/x = lime 0 = 1 , weil lim lnC ° shx = lim sinhx / coshx = 0 

x—> 0 x—> 0 x—> 0 x-> 0 X x->0 1 

lim Vx = lim x x = lim e x = lim e° = 1 , weil lim = lim — = 0 

X-X» X—>00 X—*00 X—*00 X—>00 X X—>00 1 


In(lnx) 


lim 2 j/lnx = lim(lnx)^ x = lime x = lime° = 1 , weil lim ln ^ nx ^ = lim lnx x = 0 

~ x->oo X x—>« 1 


1 1 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.14 lim 1 + — = lim e 

X->ool X ) X->00 


- h K) _ 


= lim e = e, weil 


lim x • Inf 1 + — ] = lim —= lim x + * * = lim —= lim - = 

*-**» V X ) X->00 l/x X-»eo _ X->co X + 1 X-KO J 


5.15 lim ^ x2+1 = lim = ii m — x . = ii m —!— = H m wieder der ursprüngliche Term. 


x->co x x->oo 1 x —2_j_ j x->oo X x->oo x 


Andere Vorgansweise: lim 


x'+l .. L 1 t 
-T 2 - = 'ü n „A 1 + 7T = 1 


x—>co x x->oo y x x->oo y X 


5.16 lim----— = — = lim---; nach Einsetzen von x = 2 entsteht kein unbestimmter 

X “*2 x 3 - 2 x 2 V x-y2 3 x 2 - 4 x 

Ausdruck mehr, die Regel von de THospital kann nicht mehr angewendet werden. 

3x 2 -4x + l 3-2 2 -4-2+1 5 

hm---=---=- 

x ^2 3x 2 -4x 3-2 2 -4-2 4 

5.17 a) kein unbestimmter Ausdruck, Anwendung der Regel von de l’Hospital nicht zulässig 
b) richtig 

5.18 Unbestimmte Form “0/0”, Zähler und Nenner nach Ax ableiten: 

d(sin(x+Ax)-sinx) 

.. sin(x + Ax) - sinx cos(x + Ax)-0 

lim —----= hm--= lim —----= cosx 

Ax->0 Ax Ax-yO dAx Ax-yO 1 

dAx 

5.19 Unbestimmte Form “0/0”, Zähler und Nenner nach cd ableiten: 

lim — • e" 8t • sin(cc) • t) = v 0 . • e” 8t • lim sin ^ (Q ^ = v 0 . • e~ 8t • lim * — s l °? ^ = v 0 . • t • e" 8 t 


CD —>0 1 


5.20 Zähler und Nenner nach k ableiten: 

k -»0 k 0 k ->0 1 


= 2 gs; damit: v = ~j2gs 


m-ln coshft-, 1 — 


m I 0 v °- 1 

~^= lim-P 

0 k^o 2 Vk 


tV^-tanh ÜJ 


= lim i g t 2 - } — 

k "° 2 cosh 2 ft-,fi 


klf 2 gtM= 2 6t2 


5.21 a) y’ = -2x + 2 = 0 => xs = 1; b) y’ = 2x -4 = 0 => xs = 2; c) y’ = x - 1 = 0 => xs = 1; 

y s = y(l) = 4; S(l/4) y s = y(2) = -l; S(2/-l) y s = y(l)=l,5; S (l/1,5) 


0 \ 2 / 4 


-2/ 0 2 \ 4 X 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 



1 - ln(2x) = 0, ln(2x) = 1; 
e'"(2x) = e 1 ;2x = e =>x 0 = 1,359; 

y(x„) = 0,736; y*= 2 ln(2x) ~ 3 

X 

y”(x 0 ) <0 => H(l,359/0,736) 



y(x 0 ) = 0,446; y" = — • e _x/2 ; 

4 

y”( x o) <0=> H(3/0,446) 



yo(x 0 ) = 0,25; 

y» = _ e -’‘ + I. e -x/2 =0 

y“(xo)<0 => H(l,386/0,25) 



y' = l—^- = 0,2 x 2 -l =0=> 
2x 2 

xo = 0,707; y(x 0 )= 1,414; 
y” = 1/x 3 ; 

y”(x 0 )>0 => T(0,707/1,41) 



e in(V3) =e -i._ >Xo=1>104 . 

y(x 0 ) =-1,104; y” = 1/x; 
y”(x 0 ) > 0 => T(l,104/—1,104) 



2 _x = l/(2-ln 2) = 0,721; 
ln 2 _x = ln 0,721 x 0 = 0,471; 

y(x 0 ) = 0,957; y” = (ln2) 2 .2" x ; 
y”(x 0 )>0^> T(0,471/0,957) 


5.24 a) y’ = 2x -4; y” = 2 
y’ = 0 => x 0 = 2; 

y”(2) = 2>0 => xo = 2 ist Minimumstelle 
y 0 = y(2) = -l; T(2/-l) 


b) y’(t) = 3t 2 -3; y”(t) = 6 t; 
y’(t) = 0 => ti = 1 ; t 2 = - 1 ; 

y”(l) = 61 > 0 => ti ist Minimumstelle; T(l/-2) 

y”(-l) = 6 *(-l) < 0 => t 2 ist Maximumstelle; H(-l/2) 

c) y’ =4x 3 -9x; y” = 12x 2 -9; 

y’ = 4x 3 - 9x = x-(4x 2 - 9) = 0; Produkt-Nullsatz => 
xi = 0; x 2 = 1,5; x 3 = —1,5; 
y”(0) = - 9 < 0 => xi ist Maximumstelle; H(0/2) 
y”(l,5) = 18>0 => x 2 ist Minimumstelle; T(l,5/-3,063) 
y”(-l,5) = 18 > 0 => X 3 ist Minimumstelle; T(-l,5/-3,063) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.24 d) 


e) 


f) 


g) 


2x . ._ 2-(3 x 2 +1) . 

y (1-x 2 ) 2 ’ (1-x 2 ) 3 ’ 

y’ = 0 , 2 x = 0 => xo = 0 ; 

y”(0) = 2>0 =» xo = 0 ist Minimumstelle; T(0/1) 



y‘=o, i-7 =0 =* x °= 2 

2 4 


y“(2) = - 0,092 => xo = 2 ist Maximumstelle; H(2/0,368) 
y' = -l + ln-; y' = --; 

X X 

y‘ =0 oder ln—= 1; e ln(4/x) =e‘; - = e => x 0 = - = 1,472 
x x e 

y" = -1/1,471 < 0 => x 0 = 1,472 ist Maximumstelle; H(1,472/1,472) 

,12 „ 4 

y = 2~2x+l’ y = (2x+l)^ 

y‘ =0 => xo= 1,5; 

y“(l,5) = 0,25 >0 => xo = 1,5 ist Minimumstelle; T(l,5/-0,636) 





h) 


i) 


5.25 a) 


b) 


,_ (3-x)e x . (x 2 -6x+10)e x 

( 2 -x ) 2 ’ ( 2 -x ) 3 

y‘ =0, 3-x = 0 => x 0 = 3; 

y“(3) = -20,09 <0 => xo = 3 ist Maximumstelle; H(3/-20,09) 

y‘ = cos x - sin x; y“ = -sin x - cos x; 

y‘ = 0 oder cos x = sin x; Division durch cos x fuhrt auf 

tan x = 1 => xi =71/4 = 0,785; X 2 = x\ + n = 3,927; 

y“(0,785) = -1,414 < 0 => x,= 0,785 Max. stelle; H(0,785/l,414) 

y“(3,927) = 1,414 > 0 => x,= 3,927 Min. stelle; H(3,927/-l,414) 

y’ = 6 x-3x 2 -3x 3 ; y” = 6-6x-9x 2 ; y”’=-6-18x 
Extrema: y’ = 3x-(2 - x - x 2 ) = 0; Produkt-Null-Satz => 
xi = 0 ; 2 - x - x 2 = 0 => X 2 = 1 , X 3 = -2 
y”(0) = 6 > 0 => xi = 0 ist Minimumstelle; T(0/0) 
y”(l) = - 9 < 0 X 2 = 1 ist Maximumstelle; Hi(l/1,25) 
y”(-2) = - 18 < 0 X 3 = -2 ist Maximumstelle; H 2 (- 2 / 8 ) 



Wendepunkte: y” = 6 - 6 x- 9x 2 = 0 => X 4 = 0,549; X 5 = -1,215 
y’”(0,549) = - 15,87 * 0 => X 4 = 0,549 ist Wendestelle; Wi(0,549/0,671) 
y”’(-l,215) = 15,87 * 0 => x 5 = -1,215 ist Wendestelle; W 2 (-l,215/4,589) 


y’ = 3 x 2 /8 - 3x/2 + 3/2; y” = 3x/4 - 3/2; y”’ = 3/4 

Extrema: y’ = 0 => xi = 2; y”(0) = 0 => noch keine Entscheidung 

möglich. Wendepunkte: y” = 0 => X 2 = 2; 

y’”(2) = 3/4^0 => X 2 = 2 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte 

Tangente, ist der Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(2/3) 



5 x 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.25 c) y 


,_ x 2 (x 2 +3) . 
(1+x 2 ) 2 ’ 


..,_ 2x(3-x z ) . 
y (1+x 2 ) 3 ’ 


._6(x 4 -6x 2 +1). 
y (1+x 2 ) 4 ’ 



Extrema: y‘ = 0 oder x 2 -(x 2 + 3) = 0; hier kann nur x 2 null sein - 
Xi = 0; y“(0) = 0 => noch keine Entscheidung möglich 
Wendepunkte: y” = 0 oder 2x*(3-x 2 ) = 0; Produkt-Null-Satz = 

X 2 = 0 sowie X 3 = V3= 1,732; X 4 = - V3 = - 1,732; 
y”’(0) = 6*0 => xi = X 2 = 0 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte Tangente, ist der 
Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(0/0); 

y”’(l,732) = - 0,1875 * 0 =>x 3 = 1,732 ist Wendestelle; Wj(l,732/1,299) 
y’”(-l,732) = - 0,1875 * 0 


d) y' = 


1 


-1 = 


2 x-x" 

(l-x) 2 


• X 4 = 1,732 ist Wendestelle W 2 (-l,732/-l,299) 
2 _ 6 


y = 


(l-x) J 


(l-x) 4 


(i-x) 

Extrema: y’ = 0, 2x-x 2 = x*(2-x) = 0; Produkt-Null-Satz => 

xi = 0; X 2 = 2; 

y”(0) = 2 > 0 => xi = 0 ist eine Minimumstelle; T(0/1); 
y”(2) = -2 < 0 => x 2 = 2 ist eine Maximumstelle; H(2/-3); 
Wendepunkte: y” = 0 nicht erfüllbar, also keine Wendepunkte 


4 x 


„r _ l-ln(3x). 

y ~ X 2 ’ 


„ 2-ln(3x)-3 

y =—V—» 

X 


w .m _ ll-61n(3x) # 

y 4 9 

X 

Extrema: y‘ = 0,1 - ln(3x) = 0; ln(3x) = 1; e ln(3x) = e 1 ; 

3x = e => xj = e/3 = 0,906; 

y“(0,906) =-1,344 => 0,906 ist Maximumstelle; H(0,906/1,104) 
Wendepunkte: y“ = 0, 21n(3x) -3 = 0 =>x 2 = 1,494 
y‘“(l>494) = 0,402 *0 1,494 ist Wendestelle W(1.494/1,004) 

Untersuchung im Intervall [0, 2n[ : 

y‘ = -2 sin x • cos x = -sin(2x); y“ = -2 cos(2x); y‘“ = 4*sin(2x); 
Extrema: y‘ = -sin(2x) = 0 => 2x = 0, n, 2n, 3n oder 
xi = 0; X 2 = 7 i/ 2 ; x 3 = 7 i; x 4 = 37 i/ 2 ; 
y“(0) = -2<0 => xj = 0 ist Maximumstelle; Hi(0/1) 
y“( 7 i/ 2 ) = 2>0 => X 2 = 7 i /2 ist Minimumstelle; Ti( 1,571/0) 
y“(rc) = -2 < 0 => x 3 = n ist Maximumstelle; H 2 (3,142/1) 
y“( 37 t/ 2 ) = 2 > 0 => x 4 = 37 i /2 ist Minimumstelle; T2(4,712/0); 
Wendepunkte: y“ = -2 cos(2x) = 0 

=> 2x = 7 i/ 2 , 3n/2, 5n/2, 1 kI2 oder X 5 = 7 i/ 4 ; X 6 = 3n/4; x 2 = 5tc/ 4; xg 
für alle diese Stelle ist y“‘ * 0, daher Wendestellen; 

Wi(0,785/0,5); W 2 (2,356/0,5); W 3 (3,927/0,5); W 4 (5,498/0,5) 




: 77i/4; 


5.26 f ‘(x) ist stets nichtnegativ; daher muss f(x) eine monoton wachsende Funktion sein; f ‘(x) ist 

anfänglich und schließlich wieder stark positiv ; d.h. f(x) steigt anfänglich stark und dies gilt auch 
schließlich wieder; dazwischen ist f‘(x) = 0, d.h. f(x) hat dort eine waagrechte Tangente. Aus allen 
diesen Forderungen folgt, dass der Graph von f 2 (x) jener von f ‘(x) sein muss. 


5.27 a) Kein Extremum, da f ‘(x) nirgends null ist; Wendepunkt an der Stelle 
x = 1 , da dort f ‘(x) = (f ‘(x))‘ null ist und f “(x) < 0 für x < 1 und 
f “(x)> 0 furx> 1 . 

b) Da f ‘(x) stets > 0, besitzt der Graph von f(x) überall positive Steigung, 
f(x) ist also streng monoton steigend. 

c) Siehe Abbildung. Gezeichnet ist der Graph einer möglichen Funktion. 
Er könnte beliebig nach oben oder unten verschoben werden. 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.28 


-= lim —^ 
2 x—>±oo bx+c 


= lim- 
x-»ao b+c/x 


b +0 


=-= — => b = 2; da 1 eine Polstelle ist, muss dort der Nenner null 


sein: b-1 + c = 0, d.h. c = -b = -2. Daher: y = 


2 x -2 


5.29 y = a x 3 + b x 2 + c x + d; y’ = 3a x 2 + 2b x + c; y” = 6 a x + 2b 
Die Koeffizienten a, b, c, und d sind zu bestimmen. 


a) I: a-l J + b-l 2 + c-l + d= 0 
II: a0 3 + b0 2 + c0 + d = -4 
III: a2 3 + b2 2 + c2 + d = 2 
IV:a3 3 + b3 2 + c3+d =8 


b) 


d) 


a 0 3 + b 0 2 + c 0 + d = 0 
a4 3 + b4 2 + c4 + d = 2 
a 6 3 + b 6 2 + c 6 + d =0 


3a 6 + 2b 6 + c 


= 0 


c) Ungerade Funktion: b = d = 0 
al 3 + bl 2 + cl + d =-2 


3a l 2 + 2b 1 + c 


= 0 


al 3 + bl 2 + cl + d = 7 
3a l 2 + 2b 1 + c =0 
a-3 3 + b-3 2 + c-3 + d = 1 
3a 3 2 + 2b 3 + c =0 

Voyage 200/TI 89 


■ solve(a +b+c+d=7 and 3-a + 2- b + c = C> 
a = 3/2 and b = -9 and c - 27/2 and d »= l| 


=1 and 27a+6b+c=0,<a,b,c,d>> 


Mit d = -4 ergibt sich etwa aus I: 
c = 4 -a - b. 

Einsetzen in III und IV ergibt: 

6 a + 2b = -2 
24a + 6b = 0 

=> a = 1/8; b = -3/2; c = 9/2; d = 0. 
Gesuchte Funktionsgleichung: 

1 3 3 2,9 

J 8 2 2 

=> a= 1; c = -3. 

Gesuchte Funktionsgleichung: y = x 3 - 3x 

=> a = 3/2; b = -9; c = 27/2; d = 1. 

Gesuchte Funktionsgleichung: 

3 3 o 2 27 , 

y = —-x -9-x + — x + 1 


Daraus: a = 1, b = -4; 
c = 4-a-b = 7. 
Gesuchte Funktions¬ 
gleichung: 
y = x 3 - 4x 2 + 7x - 4 


Excel: Lösung mittels Solver 



A 


C 

D 

1 

3- 

b= 

c= 

d= 

2 

1.5 

-9 

13.5 

1 

3 





I8§ 

1 Gleichung 

1 7 



5 

2. Gleichung 

3.197E-14 

h ... 


6 

3. Gleichung 

i 1 



V 

4 Gleichung 

9.948E-14 


i... 


Mathcad (“Ing. Math 2”, Seite 324): 

Vorgabe 

a+b+c+d=7 
3a+ 2b + c= 0 
27a + 9b + 3c + d= 1 
27 a + 6 b + c = 0 

< 3 ^ 


Suchen(a,b,c,d) - 


2 

-9 

27 

2 

1 


al 3 + bl 2 + c -1 + d = -2 
3a l 2 + 2b 1 + c =0 
a-3 3 + b-3 2 + c-3 + d = -2 


3a 3 2 + 2b 3 + c 


= 2 


g) 


a- 2 3 + b- 2 2 + c -2 + d = -2 
3a 2 2 + 2b 2 + c =0 
6 a 4 + 2b =0 

3a 4 2 + 2b 4 + c =-3 

a- 0 3 + b- 0 2 + c -0 + d = 2 
a- 2 3 + b- 2 2 + c -2 + d = 6 


3a 2 + 2b 2 + c 
6 a 2 + 2 b 


= 0 
= 0 


=> a = 1/2; b = -5/2; c = 7/2; d = -7/2. 
Gesuchte Funktionsgleichung: 

1 3 5 2 7 7 

J 2 2 2 2 

=> a = 1/4; b = -3; c = 9; d = -10. 
Gesuchte Funktionsgleichung: 

y = —-x 3 -3-x 2 +9-x-10 
4 

=> a= 1/2; b = -3; c = 6 ; d = 2. 
Gesuchte Funktionsgleichung: 

1 


y = 2 


x 3 -3' 


x +6-X + 2 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.30 


5.31 


y = a x 4 + b x 3 + c x 2 + d-x + e; y’ = 4a x 3 + 3b x 2 + 2c-x + d; y” = 12a x 2 + 6 b-x + 2c; 
y’” = 24a-x + 6 b. Die Koeffizienten a, b, c, und d sind zu bestimmen. 

a) a- 0 4 + b- 0 3 + c- 0 2 + d -0 + e = 0 => e = 0; d = 0 ; c = 0 ; 

a = -l; b = 2 . 

Funktionsgleichung: 


b) 


c) 


4a-0 3 + 3b-0 2 + 2c-0 + d 


12 a -0 + 6 b -0 + 2 c 


= 0 
= 0 


a- 1 4 + bl 3 + c- 1 2 + dl + e — 1 


12 a-l 2 + 6 b -1 + 2 c 


= 0 


Symmetrisch zur y-Achse : 

b = d = 0 ; 

a- 0 4 + c- 0 2 + e = 0 

a- 2 4 + c- 2 2 + e = 0 

a-4 4 + c-4 2 + e = 12 


y = -x 4 + 2 x 3 


=> e = 0; a = 1/16; c =-1/4; 
Funktionsgleichung: 

1 4 1 2 

y = — x-x 

J 16 4 



a- 0 4 + b- 0 3 + c- 0 2 + d -0 + e — 0 

a-(- 2) 4 + b-(- 2) 3 + c-(- 2) 2 + d-(- 2 ) + e = 8 
4a-(-2 ) 3 + 3b(—2 ) 2 + 2c-(-2) + d =0 
al 4 + b-l 3 + c-l 2 + dl + e 


4a-l 3 + 3b-l 2 + 2c-l + d 


= 5/4 
= 0 


=> a = -3/4; b = -1; 
c = 3;d = 0;e = 0. 
Funktionsgleichung: 

y = --x 4 -x 3 +3x 2 
4 


d) 


a- 0 4 + bO 3 + c- 0 2 + d -0 + e — 0 
a-3 4 + b-3 3 + c-3 2 + d-3 + e = -3/4 
4a-3 3 + 3b-3 2 + 2c-3 + d =0 
a-1 4 + b-1 3 + c-1 2 + d-1 + e = 7/12 
4a-l 3 + 3b-l 2 + 2c-l + d =0 


=> e = 0; a = 1/12; b = -1/3; 
c =- 1 / 6 ; d= 1 . 

F unktionsgleichung: 


x 

12 


- + x 



4 X 


a) y’ = x + 2; man sucht nun Funktionen y(x), die abgeleitet als Funktionsterm x + 2 ergeben: 
y= ^-x 2 +2x + c; Probe: y’ = ^-2x + 2 + 0 =x+2. 


P(2/3): 3= i-2 2 +2-2+c 


y = - x 2 +2x-3 
3 2 


c = -3. Gesuchte Funktion: 

b)y’=-4x + 3; y = -2x 2 + 3x + c; P(l/3): 3 =-4-1 + 3-1 + c => c = 4. 

Gesuchte Funktion: y = -2x 2 +3x + 4 

5.32 Da die Extrema von f(x) dort liegen, wo g(x) null ist, kann nur g(x) die Ableitung von f(x) sein. 


5.33 y(x) = e x ;y’ = e x ;y”=e x ; 
y(l) = y’(l) = y” 0 ) = e; 
y = a-x 2 + b-x + c ; y’ = 2 a-x + b ; y” = 2 a 
a -1 +b-l + 1 = e 
2 a-l+b =e 
2 a_ = e 


=> a = e/2 = 1,359; b 
c = e/2= 1,359. 
Gesuchte Funktions¬ 
gleichung: 
y=l,359-x 2 + 1,359 



5.34 a) x-1 < 0, d.h. x <1: 

|x —11 = -(x-l) = 1 -x; 
x - 1 > 0 , d.h. x > 1 : |x —11 = x- 1 ; 

Jl-x für x<l 
^ ix — 1 für x > 1 



Tiefpunkt T(l/0) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.34 b) x < 0: |x| = -x; |x-l | = -(x-1) = 1-x; 

0 < x < 1 : |x| = x; |x-l| = -(x- 1 ) = 1 -x; 
x> 1 : |x| = x; |x —11 = x- 1 ; 

( l-2x für x<0 
1 für 0<x<l 
2x-l für x>l 

c) X < 0: |x| = -x; |x-l | = 1-x; |x-3| = 3-x 
0 < x < 1: |x| = x; |x-l| = 1-x; |x-3| = 3-x; 
1< x < 3: |x| = x; |x—11 = x-1; |x-3| = 3-x; 
x > 3: |x| = x; |x-l| = x-1; |x-3| =x-3; 
4-3x für x<0 
4-x für 0<x< 1 
^ 2 + x für l<x<3 

3x-4 für x>3 



Keine lokalen 
Extrema 



Tiefpunkt: T(l/3) 


5.35 a) D = R; stetig; f(-x) = (-x ) 2 - 3-(-x) = x 2 + 3x ist nicht gleich f(x) 
oder -f(x), daher ist die Funktion weder gerade noch ungerade; 
Nullstellen: y = x*(x-3) = 0; Produkt-Null-Satz => Xi = 0, X 2 = 3; 
lim f(x)= lim x (x- 3 ) = oo; 

X—>±00 X—>±oo 

Extrema und Wendepunkte: y‘ = 2x - 3 = 0; y“ = 2; 
y‘ =0 =>x 3 = 1,5; 

y“(l,5) = 2 > 0 => x 3 = 1,5 ist Minimumstelle; T(l,5/-2,25). Da 
y“ * 0 stets, kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel T. 


TT 




~~T 

x 




f 

\ 




f~ 

1 - 

ST 

1 _ 

ry 

1 x 

”1 

\ 


y 


— 


'■ ' 




b) D = M, stetig, Funktion weder gerade noch ungerade; 

Nullstellen: y = -(x+2 ) 2 + 4 = 0; quadr. Gl. => Xi = -4, x 2 = 0; 

lim f(x) = -oo; 

X—*±00 

Extrema und Wendepunkte: y‘ = -2x-4; y“ = -2 

y‘ = 0 => x 3 = -2; y“(-2) = -2 < 0 => -2 ist Maximumstelle; 

H(-2/4). Kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel H. 

c) D = R, stetig, keine Polstellen; weder gerade noch ungerade; 
Nullstellen: y = x 2 (x-l) = 0; Produkt-Null-Satz => Xi = 0; x 2 = 1; 

lim f(x)= lim x 2 (x-l) = -oo, lim f(x)= lim x 2 (x-l) = +oo; 


X->~oo X—>—oo X—>+oo X—>+oo 

Extrema und Wendepunkte: y‘ = 3x 2 -2x; y“ = 6x-2; y“‘ = 6 
y‘ = x-(3x-2) = 0; Produkt-Null-Satz: => x 3 = 0; X 4 = 2/3 = 0,667 
y“(0) = -2 < 0 => 0 ist Maximumstelle; H(0/0). 
y“(0,667) = 2 > 0 => 0,667 ist Minimumstelle; T(0,667/-0,148). y“ = 0 = 
y‘“(0,333) * 0 => 0,333 ist Wendestelle; Wendepunkt W(0,333/-0,074). 



x 5 = 1/3 = 0,333; 


d) D = R, stetig, weder gerade noch ungerade; 

Nullst.: y = -x-(x+2 ) 2 = 0; Produkt-Null-Satz => xj = -2, x 2 = 0; 
lim f(x) = 00 , lim f(x) = -00 ; 

X—>-CO x —> +00 

Extrema/Wendep.: y‘ = -(x+2)-(3x+2); y“ = - 6 x - 8; y‘“ = -6 

y‘ = 0 => x 3 = -2; X 4 = -2/3 = -0,667; 

y“(-2) = 4 > 0 => x 3 = -2 ist Minimumstelle; T(-2/0), 



y“(-0,667) = -4 < 0 => -0,667 ist Maximumstelle; H(-0,667/l,186); 

y“= 0 => x 5 = -4/3 = -1,333; y“‘(-l,333) = -6 * 0 => -1,333 ist Wendest; W(-l,333/0,593) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.35 e) D = R, überall stetig, weder gerade noch ungerade; 

Nullstellen: y = x-(-x 2 +3x -4) = 0; Produkt-Null-Satz: 
xi = 0; -x 2 +3x -4 = 0, quadr. GL, keine reelle Lösung; 
lim f(x) = lim x • (-x 2 + 3 x - 4 ) = oo , lim f(x) = — oo ; 

X—►—oo X—►—oo X -► +oo 

Extrema/Wendepunkte: y‘ = -3x 2 + 6 x - 4; y“= 6 - 6 x; y“‘ = - 6 ; 
y‘ = 0 => keine Lösung, daher keine lokalen Extrema; 
y“ = 0 => x 2 = 1; y“‘(l) = -6 * 0 => 1 ist Wendest.; W(l/-2) 

f) Wir untersuchen zuerst die Funktion y = f(x) = x 3 - 4x 2 + 3x. 

D = R, stetig, weder gerade noch ungerade; 

Nullstellen: y = x*(x 2 -4x + 3) = 0; Produkt-Null-Satz => xi = 0 
sowie x 2 -4x + 3 = 0, daraus X 2 = 1, X 3 = 3; die Funktion wechselt 
ihr Vorzeichen an allen drei Nullstellen, für x < 0 ist f(x) negativ, 
für 0 < x < 1 positiv, für 1 < x < 3 wieder negativ und für x > 3 
wieder positiv. 

lim f(x)= lim x*(x 2 -4x + 3) = - 00 , lim f(x) = +oo 

X-»-öO X—►—OO X-M-oo 

Extrema/Wendepunkte: y‘ = 3x 2 - 8 x + 3; y“ = 6 x - 8 ; y“‘ = 6 
y‘=0 => X 4 = 0,451; xs = 2,215; 
y“(0,451) = -5,29 < 0 =s> 0,451 ist Maximumstelle; H(0,451/0,631); 
y“(2,215) = 5,29 > 0 => 2,215 ist Minimumstelle; T(2,215/-2,113); 
y“ = 0 => x 6 = 4/3 = 1,333; y“‘(l,333) = 6 * 0 => 1,333 ist Wendestelle; W(l,333/-0,741) 
Betrachtet man |f(x)|, so sind die Graphenteile von f(x), die unterhalb der x-Achse verlaufen, 
an der x-Achse zu spiegeln. Entsprechend wird der Tiefpunkt T von f(x) zu einem zweiten 
Hochpunkt H2(2,215/2,113); die Schnittpunkte des Graphen von f(x) mit der x-Achse werden 
zu Tiefpunkten der Funktion |f(x)|: Ti(0/0), T 2 (l/0) und T 3 (3/0). Der Wendpunkt W bleibt 
unverändert. Weiters: lim f(x) = +00 




5.36 a) D = R\ {0}, Polstelle: 0, stetig; die Funktion ist ungerade, da T* 6 ! 

f(—x) = -x + l/(—x) = - [x + 1 /x] = -f(x); _ y _ 

Nullstellen: y = x + 1/x = (x 2 + l)/x * 0 für alle x, daher keine — _ 

Nullstelle; __ 

1 -3 0 12 5 

y = — + x => Asymptote: y = x; ebenfalls ist x = 0, also die ***' x 

y-Achse, Asymptote (da 0 Polstelle ist); I 

limf(x) = -oo, limf(x)=oo; ————— 

X —> — 00 x —> +00 

Extrema/Wendepunkte: y‘ = 1—1/x 2 ; y“ = 2/x 3 ; y“‘ = - 6 /x 4 
x 2 -l 

y' = —— =0 => xj =-l, X 2 = 1; y“(-l) = -2 < 0 => -1 ist Maximumstelle, H(-l/-2); 
x 

y“(l) = 2 > 0 => 1 ist Minimumstelle, T(l/2); y“ = 0 nicht erfüllbar; daher kein Wendepunkt 

b) D = R, keine Polstellen, stetig; f (-x) = —\^— = f(x), daher 

(-xr+1 x +1 ——r+5-i——— 

liegt eine gerade Funktion vor. Keine Nullstelle. - y ^- 

lim f(x) = 0, Asymptote: y = 0; _ / \ _ 


Extr./Wendep.: y' = —-- ; y' 

(x z +l) z 


2-(3x -1) t . 
^2 . i\3 ’ y 


-24x-(x z -l) 

(x 2 +l) 4 




-nzr 

y 






7 

fr\ r 

5 





U.D 




-3 - 

2 - 

■1 

0 

1 ! 

2 X 3 


(x z +i y (x z +i y (x z +ir 

y‘ = 0 => xi = 0; y“(0) = -2 < 0 => 0 ist Maximumstelle, H(0/1); 
y“ = 0, 3x 2 -1 = 0 => x 2 = -0,577; x 3 = 0,577; y‘“(-0,577) = -2,92 * 0, 
y‘“(0,577) = 2,92 * 0 => -0,577 und 0,577 Wendestellen, Wi(-0,577/0,75), W 2 (0,577/0,75) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.36 c) D = K, keine Polstellen, stetig; Funktion ungerade, weil 


f(-x) = - 


(—xr+i 

Nullstellen: y = 0 => xi = 0; 

1/x 


= -f(x). 


lim f(x)= lim 


1+l/x 


= 0, Asymptote: y = 0; 





y 








0.5 

n 


— 

_ 




2 J 

0 

2 

1 

5 X 




—1- 






Extrema/Wendepunkte: y' = 


l-x' 


(x 2 +l) 


. . _ 2x-(x 2 -3) , -_ 6 (-x 4 +6x 2 -1) j 

2 ’ (x 2 +l) 3 ’ (x 2 +l) 4 


y‘ = 0, d.h. 1-x 2 = 0 => X 2 = -1, X 3 = 1; y“(-l) = 0,5 > 0 => -1 ist Min.stelle, T(-l/-0,5); 

y“(l) = -0,5 < 0 => 1 ist Maximumstelle, H( 1/0,5); 

y“ = 0 , Produkt-Null-Satz => X4 = 0 , x 5 = -VJ = -1,732, x 6 = V3 = 1,732; 

y“‘(0) = -6*0, y“‘(-1,732) = y‘“(l,732) = 0,188 * 0, 0, -1,732 und 1,732 sind 

Wendestellen, Wi(0/0), W 2 (-l,732/-0,433), W 3 (l,732/0,433) 

d) D = M, stetig; keine Polstellen, Funktion gerade , weil 


f(-x) = 


(-x) 2 _ x 2 
(-x) 2 +l"x 2 +l 


= f(x). 


Nullstellen: y = 0 => Xi = 0; 

1 


x 2 : (x 2 + 1 ) = - 


x 2 + 1 


+ 1 => Asymptote: y = 1; lim f(x) = 1 




y 






V 

/ 





X 

ZJ 



« - 

4 - 

2 

0 

2 - 

4 x 1 


Extrema/Wendepunkte: y' = 


2x 


(x 2 +l) 2 


y = 


2(l-3x 2 ) 
(x 2 +l) 3 : 


„ 24-x-(x 2 -l) . 

(x 2 +l) 4 . ’ 


y‘ = 0 => x 2 = 0; y“(0) = 2>0 => 0 ist Minimumstelle, T(0/0); 
y“ = 0, 1 - 3x 2 = 0 x 3 = -0,577; x 4 = 0,577; 


y“‘(-0,577) = 2,92 * 0 sowie y‘“(0,577) = -2,92 * 0 
Wendestellen, W,(-0,577/0,25), W 2 (0,577/0,25). 


>x 3 = - 0,577 und x 4 = 0,577 sind 


e) D = R\ {1}; da 1 Nullstelle des Nenners, nicht aber zugleich 
Nullstelle des Zählers ist; ist 1 Polstelle. Funktion in D 
stetig, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = 0 => xj =-0,618; x 2 = 1,618; 

2 1 3 

(x —x—1): (x-1) =-- + x => Asymptote y = x; ebenfalls 

ist die Gerade x = 1 Asymptote (da 1 Polstelle ist); 
lim f(x) = lim [ —— + x | = - 00 , lim f(x) = 00 . 

X —>—00 X—>—ooy X— 1 J x-»+w 

—2x+2 _2 2 

Extrema/Wendepunkte: y' =-z—; y” =-z-; y‘ = 0, x -2x +2 = 0 => keine reellen 

(x-1) 2 (x-1) 3 

Lösungen, daher kein lokales Extremum; y“ = 0 nicht erfüllbar => kein Wendepunkt. 



f) 


D = R\{ 1}. 1 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des 
Zählers: y(l) = 0; daher ist die Definitionslücke 1 keine Polstelle. 
An der Stelle 1 besitzt der Graph eine Lücke, 
y = (x 2 - x - 1): (x-1) = x + 3; Funktion in D stetig; weder gerade 
noch ungerade, lim f(x) = -00 , lim f(x) = 00 ; 

x->- 0 O x -,+00 

Nullstellen: y = 0; x + 3 = 0 => Xi = 1. Da der Funktionsgraph 
eine Gerade mit einer Lücke ist, gibt es kein lokales Extremum 
und auch keinen Wendepunkt. 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.36 g) D = R\ {3}. 3 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des 
Zählers: daher ist die Definitionslücke 3 keine Polstelle. An der 
Stelle 3 besitzt der Funktionsgraph eine Lücke, 
y = (x 3 - x 2 - 6 x): (x-3) = x 2 + 2x; 

Funktion in D stetig, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = x*(x+2) = 0; Produkt-Null-Satz => xi = 0; X 2 = -2. 
lim f(x)= lim x-(x + 2 ) = oo. 

X—>±® X—>±oo 

Extrema/Wendestellen: y‘ = 2x + 2, y“ = 2; 
y‘ = 0 => X 3 = -1; y“(-l) = 2 > 0 => -1 ist Max.stelle, T(-l/-l); kein Wendepunkt. 



h) 


D = R\{0,5}. 0,5 ist Nullstelle des Nenners und nicht 
zugleich Nullstelle des Zählers; daher ist 0,5 Polstelle. 
Funktion in D stetig, weder gerade noch ungerade. 
Nullstellen: y = 0 => \\ = 4/3. 


f(x) = (3x-4): (2x - 1) =-— + - => y = — ist 

w v ’ v ' 2(2x-l) 2 3 2 


Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x = - Asymptote (da 


0,5 Polstelle ist); lim f (x) = 0,5 

X->±00 



Extrema/Wendepunkte: y' = 


5 -20 

-=-; y* =-=-; y‘ = 0 nicht möglich, daher kein lokales 

(2x-l) 2 (2x-l) 3 


Extremum. Ebenfalls ist y“ = 0 nicht möglich, daher auch kein Wendepunkt. 


i) 


D = M\{5}. 5 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich 
Nullstelle des Zählers; daher ist 5 Polstelle. Funktion in D 
stetig, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = 0, x 2 + 3x - 4 = 0 => xi =-4, x 2 = 1. f(x) = 

(x 2 +3x - 4) : (x-5) = —— + x + 8 => y = x +8 ist 
x-5 

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x = 5 Asymptote (da 5 
Polstelle ist); 

lim f(x) = -oo, limf(x)=oo; 

X->-00 x->+«o 



j) 


Extrema/Wendepunkte: y' = -— 11 ; y' = —; 

(x-5) 2 (x-5) 3 

y‘ = 0, x 2 - lOx - 11 = 0 => xi =-l, x 2 = 11; y“(-l) = -1/3 < 0 => -1 ist Maximumstelle, 
H(-l/l); y“(l 1) = 1/3 > 0 => 11 ist Minimumstelle, T(11/25). 

Da y“ = 0 nicht möglich, gibt es keinen Wendepunkt. 


D = M\{ 1}. 1 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich 
Nullstelle des Zählers; daher ist 1 Polstelle. Die Funktion ist stetig 
in D, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = 0, x 2 - 2x + 25 = 0, quadratische Gleichung, keine 
reelle Lösung, daher keine Nullstelle. 

f(x) = (x 2 -2x +25): (x 2 -2x +1) = — + 1 =>y= 1 ist 

x -2x+l 

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x = 1 Asymptote (da 1 



-3 -2 -1 0 1 2 3 4 X 5 


Polstelle ist); lim f(x) = 1. Extrema/Wendepunkte: y' =- T 

x -> ±e o (x-1) 3 


y = 


144 

(x-1) 4 ' 


y‘ = 0 sowie y“ = 0 nicht möglich, daher kein lokales Extremum und kein Wendepunkt. 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.36 k) D = R\{4}. 4 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich 


Nullstelle des Zählers; daher ist 4 Polstelle. Die Funktion ist stetig 
in D, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = 0, x*(x-3) = 0; Produkt-Null-Satz => 
xi = 0, X 2 = 3. 

4 

f(x) = x-(x-3): (x-4) =-+ x +1 => Asymptote y = x+1; 

x-4 

ebenfalls ist die Gerade x = 4 Asymptote (da 4 Polstelle ist), 
lim f(x) = -oo, lim f(x) =oo. 



Extrema/Wendepunkte: y' = — — 8x+ * 2 ; y” = —r-; 

(x-4) 2 (x-4) 3 

y‘ = 0, x 2 - 8 x + 12 = 0 => X 3 = 2, X 4 = 6 ; y“(2) = -1 < 0 => 2 ist Maximumstelle, H(2/l); 
y“( 6 ) = 1 > 0 => 6 ist Minimumstelle, T(6/9). Da y“ = 0 nicht möglich, kein Wendepunkt. 


1) D = R\{2}, 2 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich 

Nullstelle des Zählers; daher ist 2 Polstelle. Die Funktion ist stetig 
in D, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: y = 0, x 3 = 0 => xi = 0; 

f(x) = x 3 : (x-2 ) 2 = X 3 : (x 2 -4x +4) = +x + 4 => 

(x-2) 2 

Asymptote y = x + 4; ebenfalls ist die Gerade x = 2 Asymptote (da 
2 Polstelle ist), lim f(x) = -oo, lim f(x) =oo. 



Extrema/Wendepunkte: y' = * 2 (x , 6) ; y' = 24x ; y" = 
(x- 2) 3 (x- 2) 4 

y‘ = 0, x 2 -(x-6) = 0; Produkt-Null-Satz => x 2 = 0, X 3 = 6 ; 
y“(0) = 0 => noch keine Entscheidung möglich; 
y“( 6 ) = 0,5625 > 0 => 6 ist Minimumstelle, T( 6 /l3,5) 


-24-(3x+2) t 
(x-2) 5 ’ 


y“ = 0, 24-x = 0 => X 4 =0; y‘“(0) = 1,5 * 0 => 0 ist Wendestelle; da dort die Steigung null 


ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S(0/0) 


5.37 a) Definitionsbereich: 4x - x 2 = x(4-x) muss > 0 sein. Dies ist der $ 

Fall zwischen 0 und 4: D = [0,4]. * 5 

Funktion stetig, weder gerade noch ungerade. 4 

Nullstellen: y = x • ^/x-(4-x) = 0; Produkt-Null-Satz => 3 

xi = 0, x 2 = 4. 2 

Extrema/Wendepunkte: 

^ 6x-2x 2 -2x 2 +12x-12 ^ = -24 

y V x '( 4 x ) ’ y (x-4) V* (4-x) ’ y x -(x-4) 2 - a /x (4-x) ’ 

y‘ = 0; 6x-2x 2 = 2x-(3 - x) = 0; Produkt-Null-Satz => X 3 = 3; X 4 = 0 ist als Randstelle kein 

Kandidat für ein lokales Extremum. Randextrema: Ti(0/0), T 2 ( 4 / 0 ). 

y"(3) = -3,46 < 0 => 3 ist Maximumstelle, H(3/5,196). 

y“=0, -2x 2 +12x-12 = 0 => X 5 = 1,268; X 6 = 4,732 liegt nicht in D; 

y‘“(l,268) = -1,36 * 0 => 1,268 ist Wendestelle, W( 1,268/2,360) 






5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.37 


b) 4-x 2 >0 für x 2 < 4 oder -2 < x < 2, D = [-2,2]. 
Die Funktion ist stetig; sie ist gerade, weil 

f(-x) = (-X) 2 • V4-(-x) 2 = x 2 • V4-X 2 = f(x). 
Nullstellen: x\= -2, X 2 = 0, X 3 = 2; 

Extrema/W endepunkte: 


d) 



y =- 


8x-3x 3 


y = 


6x 4 -36x 2 +32 


-6x 5 +60x 3 -192x 


(4 


-x 2 ) 3 / 2 


T(0/0); 


c) 


(4-x 2 ) 5 / 2 ’ 

y‘ = 0, 8x-3x 3 = x(8-3x 2 ) = 0 => X 4 = 0; x 5 = -1,63; x 6 = 1,63; y“(0) > 0 
y“(l,63) < 0 => Hi(l,63/3,08); y“(-l,63) < 0 => H 2 (-l,63/3,08); 
y“ = 0 => 6 x 4 -36x 2 + 32 = 0; Substitution: u = x 2 ; 6 u 2 - 36 u + 32= 0 => ui = 1,085; 
u 2 = 4,915; x 2 = 1,085 => x 7 ,g = ±Jü^=± 1,04; xg ,9 = ±^jü 7 = 2,217 fuhrt auf x-Werte 
außerhalb D. y“‘(-l,04) * 0, y‘“O,04) * 0 => W^-1,04/1,85), W 2 (l,04/1,85), 
x 2 - 1 > 0, d.h. x < -1 oder x > 1, D = R\[-l, 1]. Funktion stetig, 

xi =-1,27; 


weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: 7 1 + x = 0, 1 = x• yjl-x 2 


lim f(x) = 00 , limf(x) = oo; limf(x) = -oo, limf(x)=oo; 

X —> — 1 - X —> 1 + X->-00 X-> +00 

Asymptoten: y = x, x = -1, x = 1; 

Extrema/Wendepunkte: y' = 1- 


(x 2 -if ’ y 


2x 2 + 1 



y‘ = 0, (x 2 -l) 3/2 = x; Lösung durch gezieltes Probieren oder mit Rechnersoftware: x 2 = 1,52; 
y“(x 2 ) > 0 => T(l,52/2,39); y“ = 0, 2x 2 + 1 = 0 reell nicht erfüllbar => kein Wendepunkt 

5 + lOx - x 2 > 0; 5+10x-x 2 = 0 für xj = -0,48 und x 2 = 18,48; 
dazwischen ist 5 + 10x - x 2 > 0 => D = [- 0,48; 10,58]. Funktion 
stetig, weder gerade noch ungerade. 

Nullstellen: xi =-0,48; x 2 = 10,58; X 3 = 1 
Extrema/W endepunkte: 

, 16x-2x 2 „ 2x 3 -30x 2 +60x+80 

y = 7 y = 


(5+10x-x 2 ) 3/2 


y = 


-36ÖX-900 

(5+10x-x 2 ) 5/2 


V5+10x-x 2 ’ 
y‘ = 0 ; 2 x ( 8 -x) = 0 => xi = 0 ; x 2 = 8 ; 
y“(0) > 0 => T(0/-2,24), y“( 8 ) < 0 ^ H(8/32,l); 
y“ = 0,2x 3 - 30x 2 + 60x + 80 = 0; Lösung durch gezieltes Probieren 
oder mit Rechnersoftware => X 4 = -0,90; X 5 = 3,61; X 6 = 12,30; nur 
x 5 = 3,61 liegt in D; y“‘(3,61) => W(3,61/13,8) 
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e) 


x 2 - 4 > 0 => D = R\]-2,2[. stetig; Funktion stetig und 

gerade. Nullstellen: y = 0 ; Vx 2 +4 = Vx 2 -4 ; 
x 2 + 4 = x 2 - 4, keine Lösungen => keine Nullstellen; 
lim f(x) = 0, Asymptote: y = 0; 



Extrema/Wendepunkte: y' = 


Vx 2 + 4 


Vx 2 


y = 


(x 2 +4 f 2 (x 2 -4f 


}/2 ! 


y‘= 0 ; 


Vx 2 + 4 




,; x-Vx 2 +4 = x-Vx 2 -4 ;x 4 +4x 2 = x 4 -4x 2 ; 8 x 2 = 0 => xi = 0 ,nicht 


im Definitionsbereich D; Randextrema: Hi(-2/2,83); H2(2/2,83); 
y“ = 0 nicht möglich => kein Wendepunkt 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.37 f) x/(x-2) > 0 


x->0- 


Nullstellen: y = 0 => Xj = 0; 


-1 



Extrema/Wendepunkte: y' = - 

(x- 2) 2 

y‘ = 0 => x 2 = 0, nicht in D => kein lokales Extremum, jedoch T(0/0) als Randextremum; 
y“ = 0 => X 4 = 0,5; X 3 = 2; beide Werte nicht in D => kein Wendepunkt. 


5.38 a) 


D = [0,27t]; Funktion stetig, stets positiv oder null. 

Nullstellen: y = 0; sin x = 0 => x = 0, 7 t, 27t; 

Extrema/W endepunkte: 

y‘ = sin(2x); y“ = 2-cos(2x); y‘“= - 4sin(2x) 

y‘ = 0 => 2x = 0, n, 2tc, 37 t, 4n; x = 0, n/2, 7 t, 37t/2,27t; 
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y“(0) > 0 =>T,(0/0), y“(n/2) < 0 => H,(f/l), y“(7i) >0=> T 2 (n/0), y“(3*/2) < 0 => H 2 (f/l), 


y“(2rc) > 0 => T3(27i/0); Ti und T 3 sind eigentlich Randextrema (da am Rand des Definitions- 
breichs liegend) und keine lokalen Extrema. 

y“ = 0 => 2x = n/2, 3n/2, 5n/2, ln/2\ x = it/4, 3 ti/4, 5ti/4, 7tc/ 4; y“‘(7t/4) * 0 => W,(f/j), 
y‘“(37t/4) * 0 => W 2 (f/i), y“‘(57t/4) * 0 => W 3 (f/{), y“‘(77t/4) * 0 => W 4 (^/j) 



b) D = [0, 27t]; Funktion stetig. 

Nullstellen: cos(2x) + cos x = cos 2 x - sin 2 x + cos x = 0 
cos 2 x - (l-cos 2 x) + cos x = 0 ; u = cos x; 

2u 2 + u -1 = 0 => ui = 0,5; u 2 = -1; 
cos x = 0,5 => xi = 7 t/ 3 ; x 2 = 57 t/ 3 ; cos x = -1 => X 3 = n; 

Extrema/Wendepunkte: 

y‘ = -2*sin(2x) -sin x; y“ = - 4cos(2x) - cos x; 
y“‘ = 8 sin( 2 x) + sin x; 

y‘ = -4-sin x cos x - sin x = 0; sin x (-4cos x -1) = 0; Produkt-Null-Satz: 

sin x = 0 => x = 0,7t, 27t; - 4cos x - 1 = 0; cos x = -0,25 => x = 1,823; 4,460; 

y"(0) < 0 => H,(0/2), y“( 7 i) <0=> H 2 (ti/ 0); y“(27t) < 0 => H 3 (2ti/2); 

y“(l>823) => T,(l,823/-l,125), y“(4,460) => T 2 (4,460/-l,125); H, und H 3 sind Randextrema; 

y“= - 4cos(2x) - cos x = - 4 (cos 2 x -sin 2 x) - cos x = 0, - 8 -cos 2 x - cos x + 4 = 0, u = cos x 

usw. => cos x = -0,772; x = 2,453; 3,830 bzw. cos x = 0,647; x = 0,887, x = 5,417; 

Wendestellen, weil dorty“V 0: W^O,867/0,486), W 2 (2,453/-0,579), W 3 (3,830/-0,579), 

W 4 (5,417/0,486) 


c) D = [0,27t]; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0 in D nicht möglich, da cos x nur zwischen 

n/2 = 1,58 und 37 t /2 = 4,71 negativ ist und dies nur bis -1 

möglich ist. Extrema/Wendepunkte: 

y‘ = 1 - sin x; y“ = -cos x; y“‘ = sin x; 

y‘ = 0 => x = n/2; y“(rc/ 2 ) = 0 => keine Entscheidung; 

y“ = 0 => x = n/2 =1,58,3ti/2 = 4,71; 

y‘“(l,58) 0 =>1,58 ist Wendestelle; da hier Steigung null 

ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S( 1,5 8 /1,5 8 ) 

y“(4,71)) 7 t 0 => W(4,71/4,71) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.38 d) D = [0, 2 tt]; Funktion stetig, stets positiv oder null; 

Nullstellen: y = 0; 1 - cos x = 0, cos x =1 => x = 0, 2n; 
Extrema/W endepunkte: 


y = 


sinx 


— i ; y' r = --• Vi -cosx, y" = — , 

2-vl-cosx 4 8-vl-cosx 



y‘ = 0 , sin x = 0 => x = 0 , n; 2n; da aber für x = 0 

sowie für x = 2 ti auch der Nenner Vl-cosx null ist, muss dort nicht y‘ gleich null sein! Regel 

, itTT i 1 - sinx 0 .. cosx 1 

von de r Hospital: lim — r = lim- , , = —j=. 

x->o+2-vl-x 0 x^o+-sinx/vl-cosx V2 


Entsprechend gilt am rechten Rand: lim 


1 

'V2 


11111 , - 

x->2n- 2-vl-x C 

y“( 7 i) = -0,354 < 0 => H( 7 i/V 2 ). An den Stellen x = 0 und x = 271 befindet sich jedoch jeweils 
ein Randminimum: Ti(0/0), T 2 (27i/0). 

y“= 0 => x = 0,27i; dies sind jedoch die Randstellen von D. Wendestellen sind jedoch im 
Inneren eines Definitionsbereichs definiert; daher kein Wendepunkt in D. 


5.39 a) 


D = R; stetig; weder gerade noch ungerade; 

Nullstelle: y = 0 => Xi = 0; 

lim f(x) = - 00 , lim f(x) =0 (Regel von de l’Hospital); 

X—> —« X —► +00 

Asymptote: y = 0 (x-Achse); 

Extrema/Wendepunkte: 



y' = (1 - x) • e x ; y' r = (x-2) e x ; y w = (x-3)e x ; y‘ = 0; 1-x = 0 => x 2 = 1; 
y“(l) < 0 => H(l/0,368), y“ = 0; 2-x = 0 => x 3 = 2; y“‘(2) * 0 => W(2/0,271). 


b) D = R; stetig; weder gerade noch ungerade; 

Nullstelle: y = 0; x\ = 0; 

lim f(x) = 00 , lim f(x) =0 (Regel von de l’Hospital); 

X—>-00 X—> +00 

Asymptote: y = 0 (x-Achse); 

Extrema/W endepunkte: 
y' = (2x-x 2 )-e -x ; y" = (x 2 -4x + 2)-e" x ; y m = (-x 2 +6x-6)-e" x 
y‘ = 0; x*(2-x) = 0 => x 2 = 0; x 3 = 2; y“(0) > 0 => T(0/0); y“(2) < 0 => H(2/0,541), 
y“ = 0, x 2 -4x + 2 = 0 => X 4 = 0,586; x 5 = 3,414; y‘“(0,586) ^ 0 Wj(0,586/0,191), 
y“‘(3,414)*0=> W 2 (3,414/0,384). 



c) 


D = R; stetig; weder gerade noch ungerade; 

Nullstelle: y = 0, e" x = e” 2x ; Multiplikation mit e 2x ergibt 
e x = 1 => xi = 0 ; 
limf(x) = -oo, limf(x)= 0 ; 

x—>-00 x—> +00 

Asymptote: y = 0 (x-Achse); 

Extrema/Wendepunkte: y' = -2 • (e x - 2 )- e" 2x ; y* = 2 • (e x 



y‘ = 0; e x - 2 = 0 => x 2 = ln 2 = 0,693; y“(0,693) < 0 => H(0,693/0,5); 
y“ = 0, e 4 = 4 => x 3 = ln 4 = 1,386; y“(l,386) * 0 => W(l,386/0,375) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.39 d) D = [0, oo[; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0, sin x = 0 => x = 0, n, 2n ,..., 
lim f(x) = 0; Extrema/Wendepunkte: 



e) 


y‘ = e~ x (cosx - sin x); y“ = - 2 -e _x cos x; 
y“‘ = 2 -(cos x + sin x)-e~ x; 
y‘ = 0 ; cos x - sin x = 0 ; tan x = 1 =i> 
x = 0,785; 3,927; 7,069; 10,21; usw. 
y“(0,785) < 0 => Hi(0,785/0,322); y“(3,927) > 0 => T,(3,927/-0,014); y“(7,069)<0 
H 2 (7,069/0,00060); y“(H>,21) >0=> T(10,21/-0,000026) 

y“ = 0; cos x = 0 => x = 1,571; 4,712; 7,854 usw. ± 7 r,y‘“* 0 => Wi(l,571/0,208); 
W 2 (4,712/-0,00898), usw. 

D = [0, oo[; stetige Funktion; 

Nullstellen: cos(2x) = 0; 2x = n/2, 3tt/2, 5ti/ 2, ... 
x = n! 4, 3tt/4, 5ti/ 4, ..., lim f(x) = 0; 
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Extrema/Wendepunkte: y‘ = -e -x [cos(2x) + 2 sin(2x)]; 
y“ = e~ x -[4sin(2x)-3cos(2x)]; 
y“‘ = e -x *[l l-cos( 2 x) + 2 -sin( 2 x)]; 
y‘ = 0, cos(2x) + 2 sin(2x) = 0; tan(2x) = -0,5 => 2x = -0,464 +tc = 2,678; 5,820; 8,961; 12,10 
usw.; x = 1,339; 2,910; 4,481; 6,051 usw.; y“ > 0 => Ti(l,339/-0,234); T 2 (4,481/-0,010); 
y“ < 0 => Hi(2,910/0,049); H 2 ( 6,051/0,0021);... 

y“ = 0,4-sin(2x)-3cos(2x) = 0; tan(2x) = 0,75 =>2x = 0,644; 3,785; 6,927;...; 
x = 0,322; 1,893; 3,463;...; y“‘ * 0 => Wi(0,322/0,580); W 2 (l,893/-0,120); W 3 (3,463/0,025) 


D = ]0, oo [; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0; Xi = 0 liegt nicht in D; 
ln(2x) = 0; e ,n(2x) = e°; x 2 = 0,5. 


lim f(x) = lim 

x->0+ x->0+ 


Vx 


• lim -X = 0 (Regel von 

oo x-XH-l/x 2 


4 

2 
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de l’Hospital), lim f(x) = oo; 
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Extrema/Wendepunkte: y‘ = 1 + ln(2x); y“ = 1/x; y“‘=-l/x 2 

y‘ = 0; ln(2x) = -1; e ln(2x) = e _ 1 =>x 3 = 0,184; y“(0,184) > 0 => T(0,184/-0,184); 

y“ = 0 nicht möglich => kein Wendepunkt 


g) D = ]0, oo [; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0; 1 + ln x = 0 => xi = l/e = 0,368; 
lim f(x) =- oo , lim f(x) =0 (Regel von de l’Hospital); 

x->0+ x-> +oo 

Extrema/Wendepunkte: 

y‘ = -ln x /x 2 ; y“ = (2-ln x - l)/x 3 ; y“‘ = (5-6-ln x)/x 4 ; 

y‘ = 0; ln x = 0 => x 2 = 1; y“(l) < 0 => H(l/1); 

y“ = 0; 2-ln x = 1 => x 3 = 1,649; y“‘ * 0 => W(1,649/0,910) 



h) D = [0, 7 i /2 [; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0 => xi = 1,293 (Lösung durch gezieltes 
Probieren oder Rechnersoftware); 
lim f(x) = - oo; Asymptote x = tt/2; 

x-> ji/2— 

Extrema/Wendepunkte: y‘ = 1 - tan x; y“= -l/cos 2 x; 
y‘ = 0 => x 2 = ti/ 4 = 0,785; y“( 0 , 785)<0 => H(0,785/0,439), 
y“ = 0 nicht möglich => kein Wendepunkt 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.40 a) y' = 2x; y' = 2; P,(l/l): y' = 2;y" = 2; k = 


(1+4) 


, 3 / 2 


= 0,179; 


P 2 (2/4):k = 


(1+16) 3/2 


= 0,0285 


b) y' = ~;y" = ~; P,(l/l): y' = -l;y' = 2; K = = 0,707; 


Pol 2, 


( 1 + 1 ) 


1/4 


,__1 „_1 

^ 4 ;y 4 ;K (1+1/1 öf 2 


= 0,228 


c) y '-dE : y '"dw ; «— 

P,(VV2): y' =0.354; y' = -0,088; k.-0,074 

d) Da y“ = 0, ist bei einer Geraden für alle Punkte k = 0. 


1/4 


(1+1/4 ) 3/2 


= -0,179; 


5.41 y' = cosx;y" = -sinx; x = -^: y = 1; y' = 0;y' = -l; k =-^rr- 

2 (1 + 0 ) 

5.42 a) Im Scheitel hat die Krümmung ein Extremum.. 


= -l 


,, , e x -(l-2e 2x ) . 

Mx> -Zr- o; 


•; k‘ = 0, l-2 e 2x = 0 =s> 


y‘=e x ;y“=e x ; k(x) = 

„ 4e 5x -10e 3x +e 

K (l + e 2x ) 7 ' 2 

x = 0,5 ln 0,5 = - 0,347; k“(- 0,347) < 0 => - 0,347 ist 
Maximumstelle; Scheitel S(-0,347/0,707); k = 0,385; r = 2,60 

; y = —^; kixj = -r — :x 

x 


b) y'=^; y* = —y; k(x) = 


(l+l/x 2 f " (x 2 +lf’ 


2x 2 -1 


k•= , W2 ; K" = 9x 6 ** ; k‘ = 0, 2x 2 -1 = 0 =>x = 0,707; 

(x 2 +lf (x 2 +l) / 

k“( 0,707)>0 => 0,707 ist Minimumstelle; die negative 
Krümmung k hat an der Stelle x = 0,707 ein Minimum, der Betrag 
von k besitzt dort ein Maximum. 

Scheitel S(0,707/-0,347); k = -0,385; r = 2,60 ... siehe a) 


x , 1 , 1 

c) y =-—; y =--— 

tanx sm z 

, . —l/sin 2 v 

k(x) = --— 


1 sin 3 x 3 

•cos x = -sinx ; 


(l+l/tan 2 xf 2 si " 2 x cos3 x 
k‘ = - cos x; k“ = sin x; k‘ = 0 => x = rc/2 = 1,571; 
k“( 1,571) > 0 => 1,571 ist Minimumstelle von k; der Betrag von k 
besitzt dort ein Maximum. Scheitel S( 1,571/ 0); k = -1; r = 1 


5.43 a) Scheitel nach Abbildung: S(0/1); 

_ 2-(3x 2 -1) 


y =-/ 


2x 


(x 2 +l) 2 (x 2 +l)* 


;y(0) = i;y‘(0) = o ; 


-2 


y“(0) = -2; k( 0) = —^ =-2; r = 1; M(0/0,5) 
( 1 + 0 )' 



y 4 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.43 


5.44 


b) 


Scheitel nach Abbildung: S(0/1); 

y' = -x -e _x2/2 ; y' = (x 2 -l)e~ x ’ /2 ; y(0) = 0; y‘(0) = 0; 

y“(0) = -l; k(0) = -1/1 = -1; r = 1; M(0/0) 



a) y‘ = 3x 2 - 30x + 78; (y‘)‘ = 6x - 30 = 0 => x = 5; wegen (y‘)“ = 6 > 0 für alle x, besitzt die 
Ableitungsfunktion an der Stelle x = 5 ein Minimum: T(5/3); jeder Wert der Ableitung y‘ 

ist also > 3 und damit stets positiv => y = f(x) streng monoton steigend; der kleinste Wert der 
Polynomfunktion ist mit f(0) = 10 positiv, daher ist die Funktion für x > 0 positiv 

b) y‘ = 3x 2 - 24x + 60 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(4/12); daher ist y = f(x) streng monoton 
steigend; der kleinste Wert ist mit f(0) = 50 positiv, daher ist die Funktion für x > 0 positiv 

c) y‘ = 3x 2 - 30x + 72 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(5/-3); y‘ ist daher auch negativ, y = f(x) 
daher auch streng monoton fallend und kann daher keine Kostenfunktion sein 

d) y‘ = 3x 2 -36x + 135 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(6/27), daher ist y = f(x) streng monoton 
steigend; der kleinste Wert ist mit f(0) = 100 positiv, daher ist die Funktion für x > 0 positiv 


5.45 a) € 23780; durchschnittliche Kosten K(1600)/1600 = € 14,86 

b) K‘= 0,00003 x 2 - 0,046x + 24; (K‘)‘ = 0,0006-x - 0,046 = 0 => x = 766,67; wegen 
(K‘)“ = 0,0006 > 0 für alle x, ist 766,67 Minimumstelle von K‘; 

Minimalwert K‘ (766,67) = 6,37 > 0, daher ist K(x) überall streng monoton steigend 

c) x = 200: K(201) - K(200) = 15,98; K‘(200) = 16; 
x = 800: K(801) - K(800) = 6,40; f'(800) = 6,4 

x = 1500: K(1501) - K(1500) = 22,52; K‘(1500) = 22,5 

5.46 a) K‘= 0,3 x 2 - 5x + 25; (K‘)‘ = 0,6-x - 5 = 0 => x = 8,33 > 0, wegen (K‘)‘‘ = 0,6 > 0 für alle x 

ist 8,33 Minimalstelle von K‘; Minimalwert K‘(8,33) = 4,17 > 0; daher ist K(x) überall 
streng monoton steigend; der kleinste Wert von K(x) für 0 < x < 20 ist 10, daher ist die 
Funktion wegen ihrer Monotonie dort auch positiv 
b) K(8)/8 = 12,65 c) Exakt: K(11) - K(10) = 5,6; näherungsweise: K‘(10) = 5 


5.47 Bis zur Wendestelle steigende positive Grenzproduktivität, danach bis zur Hochpunktstelle 
sinkende positive Grenzproduktivität, danach negative Grenzproduktivität 


a) K‘ = -3x 2 + 40x + 40; K” =- 6x + 40; K 5 ” = -6; 20 y 00 ‘ 

K’ = 0 => Xi = 14,3; X 2 = - 0,93 nicht sinnvoll hier; 1500 

K”(14,3) < 0 => 14,3 ist Hochpunktstelle; 1000 

K” = 0 => X 3 = 6,67; 

K’”(6,7) = -6 ^ 0 => 6,7 ist Wendestelle 
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b) Wendestelle: 66,7; Hochpunktstelle: 152,0; 

c) Wendestelle: 46,7; Hochpunktstelle: 102,4 zua) 
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5.48 a) y(0) = —— « 4 mm; y' = —— 
7 3E-I 7 3E1 


3 3 x 

2 • L + 2 L 3 


2 \ 


; tana = |y'(0)| = — = 0,00125 => a » 0,07°; 
1 1 2EI 


y --x k = 

EI 


qL‘ 


f —~W 2 "; da y“(0) = 0, ist auch k(0) = 0 b) y = -f--(3Lx 2 -x 3 ) 
[l + y' 2 J 2 6EI 




5.49 y(0) =« 2,5 mm; y’= -=——• —— 

8E-I 8E-I I 3L 3 L 4 


4 x 


3 


;y'=-2— x 2 
2E-I 


tana = |y'(0)| = = 0,001125 => a = 0,064°; da y“(0) = 0, ist auch k(0) = 0 

6E -I 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.50 y' = —3o- (l 4 -6L 2 x 2 +5x 4 ); y' = —^—(-12L 2 x + 20x 3 ); y* = —5»—(-12L 2 +60x 2 ). 

3 120E-I-L' ' 3 120EI-L' ’ 3 120EIL V ' 


Größte Durchbiegung: 

y‘ =0; L 4 - 6L 2 x 2 + 5x 4 = 0; Substitution u = x 2 : L 4 - 6L 2 *u + 5u 2 = 0 => ui = L 2 /5; U 2 = L 2 ; 
x 2 = L 2 /5 => xi = L/V5 ; x 2 = L 2 => X 2 = L . 

y*(L/Vs) = - q ° 7S L E .^ < 0 => x, =L/V? ist Maximumstelle; y max i 

X 2 ist die Einspannstelle, wo die Ableitung y‘ null sein muss. 

Wendepunkt: 

y“ = 0; -12L 2 x + 20x 3 = x-(-12-L 2 + 20-x 2 ) = 0 => X 3 = 0 (= Auflagestelle) sowie 

-12-L 2 + 20x 2 => X 4 = — L = 0,775-L als Wendestelle (dadort y" = • x*0); 

5 EIL 

_ 7i5 q 0 L 4 
yw 3750 E I ’ 


• L 3 

Anstieg der Wendetangente: |k w | = | y'(x 4 ) | = q< * 


5.51 Siehe auch die Abbildungen unten, gezeichnet für L= 3 m, E I = 210 6 Nm 2 , F = 10000N 

a) Einsetzen von x = a in beide Terme ergibt die Gleichheit 

b) Fall 1: a > b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert für a > b: y‘ = 0; 

x ( L x 2 V /L+b Fa 2 b 2 (L+b) /L+b 

rv + bTbJ" #=> "“■■‘ Vir’ wir ; 

Fall 2: a = b = L/2: Kann als Sonderfall von a > b gesehen werden, wenn hier auf a = b 


L p U 

erweitert wird: x max = y max = ; 

c) Fall a < b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert für a < b. Man kann auch einfach a und b 

... j-> ii * . , u /L+a Fa 2 b 2 (L+a) /L+a 

gegenüber Fall 1 vertauschen: x max =b ^—, y max = — — L 


„ ii i . , u L+a Fa 2 b 2 (L+a) L+a 

gegenüber Fall 1 vertauschen: x max =b-^—, y max = 9 . E . la . L 


a 

( b ( 


«_a_j 

t b r 


i a r 

L t 

F = 10000 N 

1 2 , 

- 3 

rn [ 

F = 10000 N 

\ 1 ' 

2 3 

m ( 

1 1 

F = 10000 N 

- 2 3 


X 

l\ ' ' 

/ x l 

\ ' 

r ' v 


E l s 2-10® Nm 2 

Fall 1: a > b 


—-^ EI*21ö»Nm 2 3mm t 

y 1 

Fall 2: a = b 


E l = 2-10 Nm 2 


Fall 3: a<b 


5.52 y = a 4 X 4 + a 3 X 3 + a 2 X 2 + aix + ao; y' = 4a4X 3 + 3a3X 2 + 2a2X + ai; 


I: a4-0 4 + a3-0 3 + a 2 0 2 + apO 1 + ao = 0 
II: a4-4 4 + a3-4 3 + a2 4 2 + ai-4 1 + ao = 0 
III: 4a4-0 3 + 3a3*0 2 + 2a2*0 + ai =0 

IV: 4a4-4 3 + 3a3*4 2 + 2a2*4 + ai =0 

V: su-2 4 + ay2 3 + a? 2 2 + ap2* + an = Vma* 

I und III => ao = 0, ai = 0; damit weiters 


256a + 64b + 16c = 0 
256a + 48b + 8c = 0 
16a + 8b + 4c = y max 

Xmax b = _>W 
16 2 J 
y = y^ L .( x 4_ 8x 3 +16x 2 j 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.53 y = ax 2 + bx + c; 

y‘ = 2a-x + b = 0 => Minimalstelle x 0 


I: a-0 2 + b-0 + c = 8 
II: a-24 2 + b-24 + c = 12 
III: a-xn 2 + b*xn + c = 7 
I => c = 8; Einsetzen für xo => 
I*: 576a + 24b + 8 = 12 


II*: a • 



+ 8 = 7 


b_ 

2a 


oder umgeformt: 

I*: 576a + 24b = 4 
II*: b 2 = 4a 

Dies ist ein nicht lineares Gleichungssystem; 
I* ^ a = b 2 /4; in II* eingesetzt: 

36b 2 + 6b =1 => bi =-0,2697; b 2 = 0,1030; 
b 2 fuhrt auf einen negativen Wert für xo, was 
hier nicht sinnvoll ist. 
a = -(-0,2697) 2 /4 = 0,01818. 

Damit lautet die gesuchte Parabel: 
y = 0,01818-x 2 -0,2697-x + 8 


5.54 y = a-x 2 + bx + c; y' = 2a-x + b = 0; 

I: a(-4) 2 + b*(-4) + c = 4 
II: a-4 2 + b-4 + c =4 
III: 2a-4 + b _iü_l (Steigung in Q ist 1) 


Daraus: a = 1/8; b = 0; c = 2. 
Gesuchte Polynomfunktion (Parabel): 

y = --x 2 +2 
3 8 


5.55 y = a 5 *x 5 + a 4 -x 4 + a 3 *x 3 + a 2 -x 2 + apx + ao; 
y‘ = 5a5-x 4 + 4a4-x 3 + 3a3-x 2 + 2a 2 -x + aj 
y“= 20 a 5 -x 3 + 12 a 4 -x 2 + 6a 3 x + 2a 2 ; 

I: as O 5 + a^O 4 + a 3 * 0 3 + a 2 -0 2 + apO + ao = 1 
II: a 5 *l 5 + a 4 -l 4 + a 3 -l 3 + a 2 *l 2 + apl + ao = 0 
III: 5a s 0 4 + 4a4-0 3 + 3a 3 0 2 + 2a r 0 + a t =0 
IV: 5a 5 l 4 + 4a4-l 3 + 3a 3 -l 2 + 2a r l + a t = 0 
V: 20a 5 0 3 + 12a4-0 2 + 6a 3 0 + 2a 2 =0 

VI: 20a<l 3 + 12ad-l 2 + 6avl + 2a, = 0 

5.56 y = a 3 -x 3 + a 2 -x 2 + ai-x + ao; 
y‘ = 3a3*x 2 + 2a 2 *x + aj 

I: a 3 0 3 + a 2 0 2 + arO + ao =1 
II: a 3 *l 3 + a 2 *l 2 + apl + ao = 0 
III: 3a 2 -0 2 + 2ar0 + ao = 0 
IV: 3avl 2 + 2a2*l + a^ = 0 
I und III: ao = 1, ai = 0. Damit bleibt: 

I*: a3 + a 2 =-l 
II*: 3a^ + 2a? = 0 
=> a 3 = 2; a 2 = —3. 


I, III und V: ao = 1, ai = 0, a 2 = 0. 

Damit bleibt: 

I*:a5 + a4+a3 = -1 

II*: 5a5 + 4a4 + 3a3 =0 

III*: 20a^+ 12aa + 6a^ = 0 
=> a 5 = -6; a 4 = 15; a 3 = -10. 

Gesuchte Polynomfunktion: 
y = - 6x 5 + 15x 4 - 10x 3 + 1 

Gesuchte Polynomfunktion: y = 2x 3 - 3x 2 +1. 
y‘ = 6x 2 - 6x; y“ = 12x - 6; 

K(0)= y*(°> . = _ij_ = - 6 • 

0+y'(O)) 3/2 (l+o) 3 / 2 ’ 

K (l) =_ y £1 _=_ - _= 6 

(i+y'0)) 3/2 0+o) 3/2 

Die Krümmung in einem Punkt einer Geraden 
ist 0, da y“ = 0 einer linearen Funktion. 

Im Punkt P springt somit die Krümmung k 
von 0 auf -6, in Q von 6 auf 0. 


5.57 


Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Längen in cm. 
a) y = 20te“2t; D = [0; oo[; stetige Funktion. 
Nullstellen: y = 0 => tj = 0 
Regel von de 1’Hospital: 

lim y(t) = "0 • 00 " = lim ^ = lim = 0. 

t_knr» t_km t_km ' 


t~>00 Q* 


t->°° 2-e 


Extrema/Wendepunkte: y’ = 20-e 2t -(l—2t); 

y” = 80e“ 2t (t-l); y”’= 80-(3-2t)-e~ 2t ; 

y’ = 0,1—2t = 0 => t 2 = 0,5; 

y”(0,5) < 0 => H(0,5/3,68); 

y " = 0; t - 1 0 => t 3 = 1; y’”(l) * 0 => W(l/2,71) 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.57 b) y(t) = y e 2 ' 5, sinh(l ,5t) = y (e‘'-cf 41 ); D = [0;»[; stetige Funktion. 
Nullstellen: y = 0; e _t - e" 41 = 0 l-e -4 *, e 3t = 1 => t\ = 0; lim y(t) = 0. 

t->00 

Extrema/W endepunkte: 

y’(t) = -y • (e -1 -4-e -41 ); y'(t) = y • (e’ 1 - 16-e^ 1 ); y"(t) = -y •(e- , -64-e^ t ); 

y‘ = 0; e“‘ - 4-e^ 1 = 0 => t 2 = 0,46; y“(0,64) < 0 => H(0,46/3,15) 
y “ =0;e“‘- 16-e" 41 = 0 => t 3 = 0,92; y“‘(0,92)*0 => W(0,92/2,48) 


5.58 a) D = [0;»[; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0; 5-e** = 2-e 4 '; S* 3 ' = 2; e 3t = 0,4; 
ln e 3 ‘ = ln 0,4; 3t ln e = -0,926 => t, = -0,305 ist 
nicht in D; in D keine Nullstelle. 
limy(t) = 0. 

t->00 

Extrema/Wendepunkte: 
y’ = -5-e'* + 8-e -4 *; y” = 5 e‘‘ - 32-e"“; 
y’” = -5*e _t H-128-e" 41 ; 

y’ = 0 => t 2 = 0,16; y”(0,16) <0=> H(0,16/3,21) 
y” = 0 => t 3 = 0,62; y’”(0,62) * 0 => W(0,62/2,52) 

b) D = [0; oo[; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0 => ti = -0,649 ist nicht in D; in D keine Nullstelle, lim y(t) = 0. 

t->CO 

Extrema/Wendepunkte: y’ = -7-e”‘ + 4-e"“; y” = 7-e - *- 16-e 4 '; y’” = -7-e< +64.e““; 
y’ = 0 => t 2 = - 0,17 ist nicht in D, daher in D kein lokales Extremum; 
y” = 0 => t 3 = 0,28; y’”(0,28) * 0 => W(0,28/4,98). Siehe Abbildung! 

c) D = [0; oo[; stetige Funktion. 

Nullstellen: y = 0 => ti = 0,462; lim y(t) = 0. 

t->QO 

Extrema/Wendepunkte: y’ = e _t -16 e^ 1 ; y” = -e _t + 64-e^ 1 ; y’” = e _t - 256-e^ 1 ; 

y’ = 0 t 2 = 0,92; y”(0,92) >0=> T(0,92/-0,30); 

y” = 0 => t 3 = 1,39; y’”(l,39) * 0 => W(l,39/-0,23). Siehe Abbildung! 



5.59 a) 


D = [0,2rc]; unter Weglassung der Einheiten gilt: 


p(t) = 5 sin tsin(t+60°) = 

= 5sin t[sin tcos 60° + sin 60°cos t] = 

= 5 [sin 2 t cos 60° + sin t cos t cos 60°] = 

= 5 [ l /r(\- cos 2t)cos 60° + Vtsixi 2t-sin60°] = 

= 2,5 cos60° -2,5-cos(2t + 60°) = 1,25 - 2,5-cos(2t+60°). 
Die Momentanleistung p(t) schwingt sinusförmig mit der 
doppelten Frequenz der Wechselspannung um den 


Durchschnittswert —-cos60° =1,25, die so genannte 



„Wirkleistung“. 

Nullstellen: p(t) = 5-sin t-sin(t+60°); Produkt-Null-Satz sin t = 0 => ti = 0 s, t 2 = 3,14 s 
sin(t + 60°) = sin(t + n/3) = 0 => t 3 + n/3 = n oder t 3 = 2,09 s, = 5,24 s 
Extrema liegen in der Mitte zwischen den Nullstellen. 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.60 Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Stromstärkewerte i in A (wenn nicht anders angegeben). Für alle 
Funktionen gilt: D = [0; oo[; stetig in D. ©o = 100 s' 1 . 


a ) 8 = 25 s" 1 , 8 < coo, co = 96,8 s" 1 ; i= 1,03: |i(t) 

\(t\ = ? = 1 ftt .,»- 25t .ciWQ£ «ift.mA. 

. C\ a) 



i v x v vy 

es liegt also eine Sinusschwingung vor, deren 
Amplitude exponentiell abklingt, so genannter 
Schwingfall. 

Nullstellen: i(t) = 0; sin(96,8t) = 0 => ti = 0; j 

t 2 = tt/96,8 = 0,032; t 3 = 2tc/96,8 = 0,065; 
t 4 = 3tc/96,8 = 0,097 usw. limi(t)=0; 

400 

200 

j l /“/ j 

/b)\ 

f o) 




0 20 U 

o ai m iö&wr 

X ' — ^ 

t 


v 



t->00 


Extrema: i‘(t) = i -e" 6 ^((D-cosCcot) - 8-sin(cot)); 

i‘ = 0; -o)-cos(cDt) - 8-sin(cot) = 0 oder tan(cot) = co/8; tan(96,8t) = 3,87 => 

96,8t = 1,32; 96,8t = 1,32+ n, 96,8t = 1,32+ 2 n usw. oder t = 0,014; 0,047; 0,079 usw.; 
hier befinden sich auf Grund der Eigenschaften einer (gedämpften) Sinusschwingung 
abwechselnd Hoch- und Tiefpunktstellen. 

b) 8 = 100 s' 1 , 8 = (Do, so genannter aperiodischer Grenzfall : i(t) = 100-t-e‘ 100t . 

Nullstellen: i(t) = 0 => ti = 0; Regel von de l’Hospital: limi(t) = lim-^^ = lim— 10 ^ t = 0. 

t-*x> t^oo e 100t t->ooj00-e 00t 

Extrema/Wendepunkte: i‘(t) = (100 - 10 000-t)-e“ 10 ° l ; i“(t) = (1000 000-t - 20 000)-e" 10 ° *; 
i“‘(t) = (3 000 000 - 100 000 OOOt)-e~ 100t ; 

i‘(t) = 0; 100 - 10 000 t = 0 => t 2 = 0,01 s = 10 ms; i“(0,01) < 0 => H(10 ms /368 mA); 
i“(t) = 0; 1000 000-t - 20 000 = 0 => t 3 = 0,02 s = 20 ms; i“‘(0,02) * 0 => W(20 ms/271 mA). 
Siehe Abbildung oben. 

c) 8 = 125 s' 1 , 8 > G>o, so genannter Kriechfall : i(t) = j -e" 125t -sinh(75t) = j • (e -501 - e -200 " 1 ). 
Nullstellen: i(t) = 0; e" 50 t -e -200-1 = 0 => tj = 0; limi(t) = 0. 

t->00 

Extrema/Wendepunkte: i‘(t)= ^•(-e“ 50t +4-e“ 200 ' t ); i“(t) = ^•(e~ 50 ‘-16 e“ 20at ); 
i ..* (t) = 25M00.(_ e -5O« +64 . e -20O.) ; 

i‘(t) = 0, - e' 5# ’ t + 4 • e -200 ’ t = 0 => t 2 = 0,0092 s = 9,2 ms; i“(0,0092) < 0 => H(9,2 ms/315 mA); 
i“(t) = 0, e“ 50 ' -16-e~ 200t = 0 => t 3 = 0,018 s = 18 ms; i“‘(0,018) * 0 => W(18 ms/248 mA). 
Siehe Abbildung oben. 


5.61 a) 
b) 


g.f 

b(g) = > g * £ D = [0; oo[; rationale Funktion in g; 

g — f 

Polstelle: g = f; keine Nullstelle (für g > 0); 
lim b(g) =- oo ; lim b(g) =oo ; lim b(g) =f. 

g-> f- g-> f+ g-> « 


Asymptote g = f (da f Polstelle ist). 

Extrema/Wendepunkte: 
f 2 

b'(g) =- T * 0 für alle g => kein lokales Extremum; 

(g-f> 2 


b'(g) = 


2f 2 


(g-f) 3 


* 0 für alle g => kein Wendepunkt für f > 0 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.62 Summanden: x, 10 - x 

a) Zielfunktion: f(x) = x(10-x) = 10-x - x 2 , Maximumaufgabe; f ’(x) = 10 - 2x = 0 => x = 5; 
f “(x) = -2; f ‘(5) = -2 < 0 => x max = 5 ; zweiter Summand: 10-5 = 5. 

Die beiden Summanden sind daher gleich, nämlich 5. 

b) Zielfunktion: f(x) = x 2 + (10 - x) 2 = 2x 2 -20x + 100; Minimumaufgabe; 
f(x) = 4x-20 =0 => x = 5; f“(x) = 4; f ‘(5) = -2 < 0 => x m i n = 5; 
zweiter Summand: 10-5 = 5. Die beiden Summanden sind auch hier gleich 5. 


5.63 Rechteckseiten: x, y 

A 

a) Zielfunktion u = 2x + 2y, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: x-y = A => y = —; 

x 


u”(VÄ) = 


A 

X 

4A 


u(x) = 2x + 2- —; u’ =2-2-A = 0 => x = VÄ ; u” = ^; 


>0 


VÄ; 


-VÄ- 


Xmin* 


(vx) 5 m,n 

Das Rechteck mit dem kleinsten Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite Va . 
b) Zielfunktion: A = x-y; Maximumaufgabe; Nebenbedingung: 2x + 2y = u => y = ^ - x ; 


A(x)= x-^-xj; A’(x)= ^-2x =0 
A”(u/4) = -2 < 0 


=> x = —■; A”(x) = -2; 
4 


u . _ u u 

Xmax — J ymax “~ X max — X max - 


Das Rechteck mit dem größten Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite 


5.64 Zielfunktion: A = x-y, Maximumaufgabe; 

Nebenbedinung: 2x + y = 100 => y = 100 - 2x; 

A(x) = x-(100-2x); A’(x) = 100 - 4x = 0 x = 25; 

A”(x) = -4; A”(25) = -4 < 0 x max = 25; y max = 100 -2 -25 = 50. 
Die Länge y ist doppelt so groß wie die Breite x: 50 m bzw. 25 m 


x 



y 


5.65 a) Zielfunktion: A = (40+x)-y, Maximumaufgabe - 

Nebenbedingung: x +y + 40 + x + y = 160 y = 60 - x. 

A(x) = (40+x)-(60 - x); A‘(x) = 20 - 2x = 0 => x = 10; , 

A“(x) = -2; A“(10) = -2 < 0 => x m ax = 10; ymax =60 - 10 = 50. 

Die beiden Rechteckseiten sind daher 50 m lang, das 

Grundstück ist quadratisch einzuzäunen. 4Q ~|- x 

b) Zielfunktion: A = (40 + x)-y, Maximumaufgabe; (bereits aufgestellt) 

Nebenbedingung: x +y+40 + x + y=100 => y = 30-x. 

A(x) = (40 + x)-(30 - x); A‘ = -10 - 2x = 0 => x = -5; sachlich nicht möglich (man müsste 5 m 
des Zaunes wieder abreissen), es gibt daher kein lokales Maximum für x > 0. 

Randwerte: 0 < x < 30; A(0) = 40-30 = 1200; A(30) = 0. Es liegt daher ein Randextremum 
bei x = 0 vor. 

Daher lauten die Seiten des flächengrößten Rechtecks: 40 m und y = 30 - 0 = 30 m. 




40 

-Ix 


(bereits aufgestellt) 




5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.66 a) Zielfunktion: A = 2x-y, Maximumaufgabe 

Nebenbedingung: x 2 + y 2 = r 2 => y = Vr 2 -x 2 . - 

A(x) = 2x- Vr 2 -x 2 ; / 

Vereinfachung der Zielfunktion: [ _ 

Quadrieren, Faktor 4 weglassen => f(x) = x^r 2 - x 4 ; 
f ‘(x) = 2x-r 2 - 4x 3 = 2x-(r 2 - 2x 2 ) = 0, Produkt-Null-Satz => 

(1) 2x = 0 oder xi = 0 sowie (2) r 2 - 2x 2 = 0 oder x 2 = — • 42 
f‘(x) = 2r 2 - 12x 2 ; f“(xi) = 2i 2 >0 => bei xi besitzt f(x) ein Minimum; 
f‘(X 2 ) = 2t 2 - 6t 2 =- 4r 2 < 0 => bei X 2 besitzt f(x) ein Maximum: x max = ^ • V2 

y max = V r ^ ” x 2 = 


Z_x*i-. 


Die Seiten des gesuchten flächengrößten Rechtecks sind daher r • V2 und ^ • 42 . 
b) Zielfunktion: u = 4x + 2y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung: x 2 + y 2 = r 2 =3- y = Vr 2 -x 2 ; 


u(x) = 4x + 2* vr 2 -x 2 ; u' = 4- 


= 0 => x = « 0,894-r; 




-; u“(0,894-r) < 0 => x max = -tL; y max = V* 2 “ X max »0,447-r. 


4r r 

Die Seiten des gesuchten umfangsgrößten Rechtecks sind daher und . 


5.67 a) Zielfunktion: A = - 2x + 2r • h = (x + r) ■ h, Maximumaufgabe 
Nebenbedingung: r 2 = x 2 + h 2 => h = Vr 2 -x 2 . 


A(x) = (x + r)> vr 2 -x 2 ; 

A' = Vi^x 7 --liülL = f2 T 2 **~ rx = 0; r 2 - 2x 2 - r-x = 0 



Xi = ^ (X2 = - r ist nicht mehr zulässig). A" = 


(r-x)Vr 2 -x 2 


; A' r (r/2) = -2 >/3 <0 


Xmax = ^ • Die obere Seite des flächengrößten gleichschenkligen Trapezes hat die Länge r. 

b) Zielfunktion: u = 2r + 2b + 2x, Maximumaufgabe. i 

Nebenbedingung: Dreieck MFC: h 2 = r 2 - x 2 ^x^~i~ ~"x^ c 

Dreieck FB C: b y =h 2 + (r - x) 2 = r 2 - x 2 + (r - x) 2 = 2t 2 - 2rx / j " /|\ 

=> b = ^2r 2 -2rx M | r /h| 

u(x) = 2r + 2J2t 2 -2rx + 2x; u' = 2- = 0 => x = -; r m x f r-x b 


u" = -- . ; u“(r/2) < 0 => x max = -. Die obere Seite des umfangsgrößten 

2-(r-x)Wr 2 -r*x 2 

gleichschenkligen Trapezes hat wie in a) die Länge r. 








5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.68 a) Zielfunktion: A = 4xy, Maximumaufgabe. 

Nebenbedingung: x 2 + y 2 = r 2 => y = Vr 2 -x 2 . A(x) = 4x• Vr 2 -x 2 ; 
Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = x 2 -(r 2 - x 2 ); 
f ‘(x) = 2r 2 -x - 4x 3 = 2x-(r 2 - 2x 2 ) = 0; Produkt-Null-Satz: => 

(1) xi = 0 sowie (2) X 2 = ; f “(x) = 2? - 12x 2 ; 


f “(0) > 0 => Xmin = 0, nicht gefragt; 
f“(r-V2/2)<0^x max =^; y max = a/^L = = 



Xmax • 


Das flächengrößte eingeschriebene Rechteck ist ein Quadrat mit der Seite r • V2 . 
b) Zielfunktion: u = 4x + 4y, Maximumaufgabe. 

Nebenbedingung: wie oben; u(x) = 4x + 4 • Vr 2 - x 2 ; u'(x) = 4 — r 4 =0 => x = x - • V2 ; 

Vr 2 -x 2 

U*(x) = - 4r , ; = — *12^ <0 => Xmax =^-V2; y m a* = ^ • V2 = x max . 

(r 2 -x 2 f 2 V2 ^ r 2 2 

Das umfangsgrößte eingeschriebene Rechteck ist wie in a) ein Quadrat mit der Seite r • V 2 

5.69 Zielfunktion: A = x-y, Maximumaufgabe; Nebenbedingung: ——- = — => y = h - - *x; 

h c c 

A(x) = x-fh- —-xl; A‘(x) = h - — -x = 0 => x = -; A“(x) = ; A“(c/2) <0 

V c ) c 2 c 

^ x max = — = 5,0 cm. y ma x = h - — 'X max = — = 3,0 cm. A max = Xmax^ymax = ~ 15,0 cm . 

Das flächengrößte Rechteck besitzt die Länge 5 cm und die Breite 3 cm. Flächeninhalt: 15 cm 2 . 


5.70 Zielfunktion: V = - • a 2 • h, Maximumaufgabe. MA = - • a • V2 ; 

Nebenbedingung aus Dreieck SMA: 

_ 2 

MA +h 2 = s 2 oder — + h 2 = s 2 => a 2 = 2s 2 - 2h 2 . 

2 

V(h) = V = j • (s 2 - h 2 ) • h. Vereinfachung der Zielfunktion zu 

f(h) = s 2 *h-h 3 ; f(h) = s 2 -3h 2 = 0 => h = -^; f‘(h) = -6h; f‘(s/V3 ) <0 h max »1,7m. 

V3 V3 



5.71 Zielfunktion: A = 4■ i ahi = 2-a-hi, Minimumaufgabe. 


1 2 


3 V 


Nebenbedingung: -*a -h = V => h = —^; hj = ,lh+ 


.2 Ja 


9V far 

Damit: A(a) = 2a*., —— + - ; Vereinfachung durch Quadrieren 

V a \2 



zu f(a) = 4a 2 


' 9 V 2 

■f-Tl 

l^ 4 

LJ 

/ 


36V 2 


+ a 4 ; f’(a) = -^- + 4a 3 =0 =>a= Vl8V 2 ; 


f ' (a) = ~7^~ + 12a2;fX ( ^ 18 V2 )>0=> a * n ' n = ^ 8 ‘ v2 *8.0™; hmin=^|-V =5,6m; 


tan (p = hmin => cp = 54,7° 

a min /2 
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5.72 Zielfunktion: V = n • ^j • y ; Maximumaufgabe. Nebenbedingung: = — => y = h - £-x; 

V(x) = • x 2 • (c - x); Vereinfachung zu f(x) = x 2 (c - x); f ‘(x) =2c-x -3x 2 = x*(2c - 3x) = 0: 

4-c 

Produkt-Null-Satz => (1) x = 0, hier nicht von Interesse; (2) x = -y; f “(x) = 2c - 6 x; 

f“( 2 c/ 3)<0 => x max =y;y m »=|;V lnax =^ c 2 -h; V K e g e. = ^-c 2 h; 

V max^V Kegel = 4/9 = 44,4% 

5.73 a) Zielfunktion: V = :i-x 2 -2y, Maximumaufgabe. 

Nebenbedingung: x 2 + y 2 = R 2 => y = Vr 2 -x 2 . 

V(x) = 2n • x 2 • VR 2 -x 2 ; Vereinfachung der Zielfunktion zu [ _ y _| 

f(x) = x 4 (R 2 - x 2 ); f ‘(x) = 4R 2 x 3 - 6 x 5 = 2x 3 (2R 2 - 3x 2 ) = 0; \ ' 

Produkt-Null-Satz: => (1) Xi = 0, hier nicht von Interesse, sowie v 

(2) x 2 = y-V 6 ; f“(x)= 12R 2 -x 2 -30x 4 ; 

f“(RV6/3)<0=>x ma x= j-V 6 ;y max = i / r2 ~ x Lx = y-V3 .Zylinderradius: y-Vö ; 
Zylinderhöhe: • V3 ■ 



b) Zielfunktion: O = 27i x 2 + 47 i x y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung wie oben. 

0(x)= 27t-x 2 + 47t-x Vr 2 -x 2 ; 0‘(x) = 47 i-x + 47C ‘( R ~ 2x _) = q. x . ^/r 2 _ x 2 = 2x 2 - R 2 ; 


Quadrieren und u = x 2 => 5u 2 - 5r*u + r 4 = 0; ui = 0,7236-r 2 ; u 2 = 0,2764-r 2 ; daraus: 

xi = 0,851 R; x 2 = 0,526-R; X 3 = -xi, X 4 = -x 2 ; eine negative Lösung ist sachlich nicht sinnvoll; 

x 2 erfüllt nicht die Probe der Wurzelgleichung! 

0“(x) =4n+ 4 «; (2x3 - 3 , R ; X) i O“(0,851-R)<0 => x max = 0,851R; y mm = 0,526R. 

(R 2 -x 2 j 

Zylinderradius: 0,851 R; Zylinderhöhe: 2-y max = 1,051 R. 

c) Zielfunktion V = ^-x 2 -(R + y), Maximumaufgabe. \| 

Nebenbedingung: x 2 + y 2 = R 2 => x 2 = R 2 - y 2 . J jj R+y 

V(x) = — (R 2 - y 2 )-(R + y); Vereinfachung zu f(y) = (R 2 - y 2 )-^ + y); aHHhL * 

3 ^ j ^ ^ 

f‘(y) = R 2 -2R y-3)^ = 0 => yi= R ;y 2 = -R ist sachlich nicht 

sinnvoll; f “(y) =-6y- 2R; f “(R/3) <0 => y m ax = ^; x max = 2R ’^ ; Kegelradius: ; 


Kegelhöhe: R + y max = —. 

5.74 Umfang des Basiskreises des Kegels = Bogenlänge b; 
27i-x = r- —-(360-a) => a = 360 • fl — —1 - 


Zielfunktion: V = — • x 2 • y, Maximumaufgabe; 
Nebenbedingxmg: y = Vr 2 -x 2 ; 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


V(x) = - j• x 2 • Vr 2 -x 2 ; Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = x 4 -^ - x 2 ); 
f ‘(x) = 2x 3 -(2r 2 - 3x 2 ) = 0; Produkt-Null-Satz => Xi = 0 (nicht von Interesse), X 2 = j • Vö ; 

X 3 = — X 2 ist sachlich nicht möglich; f “(x) = 12-i^-x 2 - 30-x 4 ; f “(X 2 ) < 0 => x max = j • Vö ; 
a max = 360 * ^1 - Xfnax j = 66,1°. Maximales Fassungsvermögen beim Mittenwinkel a = 66,1°. 


5.75 


5.76 


a) Zielfunktion: O = 2a 2 + 4a h, Minimumaufgabe 1 

Nebenbedingung: V = a 2 h = 1 dm 3 => h = 1/a 2 ; | h 

O(a) = 2a 2 + 4/a; 0‘(a) = 4a - 4/a 2 = 0 => a = 1 dm; 0“(a) = 4 + 8/a 3 ; a 

0“(1) > 0 => Grundkante ami n = 10 cm; Höhe h m i n = amj n ; d.h. die Dose ¥ 

hat die Form eines Würfels 

b) Zielfunktion: A = a 2 + 4ah, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: V = a 2 h = 1 dm 3 => h = 1/a 2 ; 
O(a) = a 2 + 4/a; 0‘(a) = 2a - 4/a 2 = 0 => a = ifc = 1,26 dm; 0“(a) = 2 + 8/a 3 ; 

O“(V 2)>0 => Grundkante amin = V2 = 1,26 dm; Höhe h min = l[\/4 = 0,63 dm 


c) Zielfunktion: O = 2-rc r 2 + 2-n r h, Minimumaufgabe 

2 3 1 

Nebenbedingung: V = n r h = 1 dm => h = —-; 

jc-r 2 


0(r) = 2-7tr 2 + 2/r 2 usw., r min 



0,54 dm; h m j n 


2r m 


1,08 dm 



d) Zielfunktion: 0 = 7cr 2 + 2-7irh = 7rr -(n-2h), Minimumaufgabe; 


Nebenbedingung: V = n r 2 h = 1 dm 3 usw. 



0,68 dm; h m in r m i n 


Mit t > 0 ist auch t 2 minimal; t 2 = — T -=- ist minimal, wenn sin2a maximal ist. Der 

gsinacosa gsin2a 

Maximalwert eines Sinus ist 1; sin2a = 1 => 2a = 90°; also a = 45° . 

Lösung über Ableitung: f(a) = —^—; f ‘(a) = - = 0, cos2a = 0 => a = 45° usw. 

sin 2a sin 2 2a 


5.77 


a) Zielfunktion: U = x + 2y, Minimumaufgabe 

1 2 

Nebenbedingung: A = x-y = 1 => y = -; u(x) = x + —; 

x x 

U‘(x)= 1-2 /x 2 = 0 => x= V2; u“(x) = 4/x 3 ; u“(V2)>0 => 
Xmin=V2 m»1,41 m, y„,i„= |-V2 m«0,71 m 


b) Zielfunktion: u = 2a = 



, Minimumaufgabe 


Nebenbedingung: A = 


xh t , 2 

— = 1- => h = —. 
2 x 


u(x) = 



; Vereinfachung der Zielfunktion zu 


/y f 2\ 1 

f(x)= ^ + - =--x 2 +4 x' 2 usw., x mi „= 2m;h mi „= 1 m. 

\2J \xj 4 

Seite a = Vl + 1 = V2 » 1,41 m 
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c) Zielfunktion: u=x+2y+— • rc • x, Minimumaufgabe 

Nebenbedingvmg: A = x y + — x 2 =l => y = — - — • x; 

8 x 8 


u(x) = x +--i 

x 4 


it 1 2 (, n) 

4 2 7t \ 4 J 



x min = 2 • J— * 1,06 m; y min = — - • x * 0,53 m 


5.78 x = vo-t-cosa => t= —-—; Einsetzen: y = x• tana- — • , * 0 
v 0 -cosa 2 vo-cos^a 


= x(...) = 0; (...) = 


x = — • sin 2a = Wurfweite w(a) als Zielfunktion; Vereinfachung der Zielfunktion: f(a) = sin2a; 
8 

f ’(ot) = 2cos2a = 0 => a = 45° (weitere Lösungen nicht von Interesse); f ”(a) = -4sin2a; 
f”(45°)<0 => a max = 45° 

5.79 Zielfunktion: E = L- Sm ^ , Maximumaufgabe. Die Zielfunktion kann als Funktion der Höhe h 
r 

ausgedrückt werden. Nebenbedingungen geben den Zusammenhang von sincp bzw. r mit h an: 

h 

2 i2 . cr\2 1_ . _ h h r V h 2 +50 2 t h 


r 2 = h 2 + 50 2 bzw. sincp = - = . E(h) = L-- + - = L- 7 - 

«• h 2 +50 2 (h 2 ^ 2 ) 372 

E'(h) = L.^§=0 => h= V125Ö «35cm. 

(h 2 +50 2 ) 5/2 (h 2 +50 2 ) 7/2 

E“(35) = -0,00000016 < 0 => h max * 35 cm.. Die Lampe sollte also in einer Höhe von etwa 35 cm 

aufgehängt werden. Führt man die Rechnung ohne festen Wert für a, so erhält man h max = A =. 

V2 

5.80 Zielfunktion: E = + 20 °^ r ; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: 

x 2 (20-x) 2 

f(x) = 4 + — ? -r;f'( X ) = -4 + T^-r; ^?- = 2 \— = U 2 =>X = = 8,85m; 

x (20-x) 


X 3 (20-x) 3 ’ x 3 


f - (x) = j 6 + _>2 ; f ., (8 g5)>0 ^ Xmin = 8)85m 

x 4 (20-x) 4 


5.81 tana = —, tanß = —-; tan cp = tan(a-ß)= - tana tan ^ = hx -; 

x x 1+tanatanß x 2 +a(a-h) 

cp ist (für 0 < cp < 7i/2) maximal, wenn tancp maximal ist. 


Vereinfachte Zielfunktion: f(x) : 


_£_■ f'(x)- a ^a-h)-x 2 _ o h 

x 2 +a-(a-h) ’ [x 2 +a(a-h)] 2 



x = ^/a (a-h) « 149cm; f"(x) = 2x -^— — — h 2 ;f“(149)<0 =>x max « 149cm 

x 2 +a(a-h)J 
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- * a+b . n b . . / Q \ tana-tanß 

5.82 tana =-, tanß = —; tancp = tan(a-ß) =-= 


1+tana-tanß x 2 +b-(a+b) 


; cp ist (für 0 < cp < n/2) 


maximal, wenn tancp maximal ist. Vereinfachte Zielfimktion: f(x) = —z -; 

x 2 +b-(a+b) 

rw . «üStiL-o = 

[x 2 +b-(a+b)f 

f‘(1,9) < 0 => Xmax ~ 1,9 m 


x = -y/a-(a + b) » 1,9 m; f’(x) = 2x ~ 3b (a+b ^ ; 

x 2 +b-(a+b)J 


5.83 t ist die Zeit des Läufers von A nach B; Zielfimktion: 

t = - • [\/20 2 + x 2 + -^30 2 + (100-x) 2 ], Minimumaufgabe; 

vereinfachte Zielfunktion: f(x) = V20 2 + x 2 + ^30 2 + (100-x) 2 



f f (x) = 


100-x 


= 0 ; 


(100-x) 2 


Vx 2 + 400 Vx 2 - 200x+10900 ’ x 2 +400 x 2 -200x+10900 

400 


Xi = 40; x 2 = -200 sachlich nicht möglich; f "(x) = - 


100-x 


, x 2 + 160x -8000 = 0 


900 


(x 2 +400 f 2 (x 2 -200x+10900^ 2 

f‘(40) > 0 => x m in = 40 m. tan(90°-a) = 20/x max = 0,5 => a = 63,5°; 
tan(90°-ß) = 30/(100-x max ) = 0,5 => ß = 63,5°. a = ß bedeutet das Reflexionsgesetz. 


5.84 t ist die Zeit des Läufers von A nach B; Zielfunktion: t = — • V40 2 +x 2 + — • J30 2 + (60-x) 2 ; 

C 1 c 2 

Minimumaufgabe; t ‘(x) =- *- - . 60 X = = 0; da sina = x/V40 2 +x 2 und 

V^Ö 2 ^ c 2 -V30 2 + (60-x) 2 

sinß = (60-x)/ ^30 2 +(60-x) 2 folgt daraus das Brechungsgesetz sinoc/sinß = ci/c 2 . 

5.85 Der Winkel a, für den L = x + y = a/cosa + a/sina kürzestmöglich ist, bestimmt die Länge jenes 
längsten Balkens, der gerade noch um die Ecke gebracht werden kann. 

sin 3 ei_cos^ et 

Zielfunktion: L(a) = a/cosa + a/sina; Minimumaufgabe. L'(a) = a-r-r— = 0 => 

sin 2 a-cos 2 a 

sin 3 a - cos 3 a = 0, tan 3 a = 1, tana = 1 => a = 45°. 

Statt die zweite Ableitung zu bilden und damit a = 45° als Extremalstelle zu bestätigen, kann man 
auch mit dem Vorzeichenwechsel von L‘(a) bei a = 45° argumentieren: Für 0 < a < 90° ist 
sina < cosa, wenn a < 45°, und sina > cosa, wenn a > 45°. Daher ist um a = 45° der Zähler von 
L‘(a) und wegen des Quadrates im Nenner auch L‘(a) selbst für a < 45° negativ, für a > 45° 
positiv. L(a) fällt daher bis a = 45°, danach steigt die Funktion. Dies bedeutet aber gerade ein 
lokales Minimum von L(a) an der Stelle a = 45°. 

Somit: a m j n = 45° und damit ist die maximale Balkenlänge a/cos45° + a/sin45° = 2a- V2 

5.86 Entfernung nach t Stunden: Zielfunktion e = ^x 2 +y 2 mit 
x = 1,2 - 60-t und y = 0,9 - 80-t, Mininumaufgabe. 

Vereinfachte Zielfunktion f(t) = e 2 = (1,2 - 60-t) 2 + (0,9 - 80-t) 2 ; 
f ‘(t) = 20000-t - 288 = 0 => t = 0,0144 h; f “ (t) = 20000; 
f (0,0144) > 0 => t min = 0,0144 h « 52 s; e min = 420 m 



5.87 Zielfunktion T(v) = 1 + ——— + - = 1 + — + -, Minimumaufgabe; T'(v) = —-= 0 => 

12 18 v 36 v 36 v 

v= 13,42 m/s; T“(v)=10/v 3 ; T“(13,42)>0 => v m i n = 13,42 m/s «48 km/h 
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5.88 Waagrechter Wurf eines Flüssigkeitsteilchens, das zur Zeit t = 0 durch 
das Loch austritt: x = v-t, y = H - h - g t 2 /2 = H - h - g-x^v 2 ); 
y = 0 => Spritzweite w = v-^/2(H-h)/g als Zielfunktion; 


= ufigfr ' V 2 ( H - h >/g = 2 ^V(H - hj • h ; 


Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(h) = (H - h)-h. 


f ‘(h) = H-2h = 0=>h = H/2; 


f “(h) = -2; f “(h/2) < 0 =>h max = H/2 



5.89 y ist maximal, wenn der Nenner minimal ist; vereinfachte Zielfunktion: 

f(co) = (cdo 2 - cd 2 ) 2 + 48 2 co 2 , Minimumaufgabe; f ‘(cd) = 4co-(2-8 2 - cdo 2 + cd 2 ) = 0; 
Produkt-Null-Satz => cd = 0 (nicht von Interesse) sowie cd = 7©o - 28 2 ; 

f ‘(cd) = 12cd 2 + 8-8 2 - 4-cdo 2 ; f ‘(V^o “28 2 ) = 8-(cdo 2 -28 2 ) > 0 (aus sachlichen Gründen) => 
cömin = ^cDq -28 2 macht den Nenner minimal und dadurch y maximal 


5.90 


Sind p die Grabungskosten je Meter längs der Straße, so betragen die Grabungskosten als 
Zielfunktion K(x) = p-x + 2p- 7(2000- x) 2 +500 2 ; vereinfachte Zielfunktion: 

f(x) = x + 2- 7(2000 -x) 2 + 500 2 , Minimumaufgabe; K'(x) = 1 - 2 ( 200 ° x ) = 0 => 

V x 2 -4000x+4250000 


x = 1711; K'(x) = - 


-4000X+4250000) 


-; K“(1711) = 0,0026 >0 =>x min = 1711m 


5.91 a) Zielfunktion: Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,00003x 2 - 0,046x + 24, Minimumaufgabe; 
GK’(x) = K“(x) = 0,00006x - 0,046 = 0 => x = 766,7; 

GK“(x) = 0,00006; GK(766,7) > 0 => x min * 767 Stück. Bei 767 Stück sind die Grenzkosten 
am geringsten, 
b) p = 15; Erlös E(x) = 15 x; 

Zielfunktion: Gewinn G(x) = E(x) - K(x) = -0,00001 x 3 + 0,023 x 2 - 9x - 3300, Max.aufgabe; 


G’(x) = -0,00003x 2 + 0,046x - 9 = 0 => 
xi= 230,2 sowie x 2 = 1303,1; 

G“(x) = -0,00006x4- 0,046; 

G“(230,2) = 0,032 > 0 => x min = 230,2 (nicht von 
Interesse); G“(l303,1) = - 0,032 < 0 => 
x m ax = 1303,1; G(1303,l)= 1900. 

Bei ca. 1303 Stück ist der Gewinn mit 1900 € am größten. 



5.92 


a) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,3x 2 - 5x + 25; Minimumaufgabe; 
GK’(x) = 0,6x - 5 = 0 => x = 8,33; GK“(x) = 0,6; GK“( 8,33) >0=> x min = 8,33. 
Bei ca. 8 Stück sind die Grenzkosten am geringsten. 

b) x = 30 - 1,25-p => p = 24 - 0,8-x; Erlös E(x) = p-x = 24x - 0,8-x 2 ; 


Zielfunktion: Gewinn G(x) = E(x)- K(x) = 

= -0,1-x 3 +1,7-x 2 -x- 10, Maximumaufgabe; 

G’(x) = -0,3x 2 + 3,4-x -1 = 0 => 

xi = 0,3 sowie X 2 = 11,0; G“(x) = -0,6x + 3,4; 

G“(0,3) > 0 => x m in = 0,3 (nicht von Interesse); 

G“( 11,0) < 0 => x max = 11; G( 11,0) = 51,6. 

Bei 11 Stück ist der Gewinn mit 51,6 Geldeinheiten oder 
5160 € am größten. 
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5.93 a) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 3x 2 - 28x + 90, Minimumaufgabe; 

GK’(x) = 6x-28 = 0=>x = 4,7; GK“(x) = 6; GK“(4,7) = 6>0 => x min = 4,7*5. 


Bei 5 Stück sind die Gxenzkosten am geringsten 

b) Zielfunktion Erlös E(x) = p-x = 155x - 9x 2 ; Maximumaufgabe; E’(x) = 155 - 18x => x = 8,6 ; 


E“(x) = -18; E“(8,6)<0 => x max = 8,6«9. 

Bei 9 Stück ist der Erlös am größten. 

Zielfunktion Gewinn 

G(x) = E(x) - K(x) = -x 3 + 5x 2 + 65x - 145; 

G’(x) = -3x 2 +10x + 65 = 0 => 

xi = 6,6; X 2 = -3,3 sachlich nicht möglich; 

G“(x) = -6x +10; G“(6,6) < 0 => x max = 6,6*7. 
Bei 7 Stück ist der Gewinn am größten. 



5.94 p(x) = k-x + d; 10 = 4000 k + d; 15 = 3000 k + d => k = - 0,005 und d = 30; p(x) = 30 - 0,005 x; 
Zielfunktion Erlös E(x) = p(x)*x = 30x - 0,005x 2 ; Maximumaufgabe; 

E’(x) = 30 - 0,01x = 0 => x = 3000; E“(x) = -0,01; E“(3000) =-0,01 < 0 => x max = 3000. 

Bei 3000 Stück ist der Erlös am größten. 

5.95 Zielfunktion: W = — • b • h 2 , Maximumaufgabe. Nebenbedingung: h 2 = d 2 - b 2 ; 

6 

W(b) = W = -!-• b • (d 2 - b 2 ); vereinfachte Zielfunktion: f(h) = b (d 2 - b 2 ); 

6 

f ’(b) = d 2 - 3b 2 = 0 => b = d/V3 ; f ”(b) = -6b; 
f (d/V3) ^ 0 bmax d /^[3 ; hmax d ■ "s/s/; somit: bmax: hmax 1 : 

5.96 Zielfunktion P = p*A (l-cosa) w (w-u) u, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: 
f(u) = (w-u)u; f ‘(u) = w - 2u = 0 => u = w/2; f “(u) = -2; f “(w/2) = -2 < 0 => u max = w/2 



5.97 a) Zielfunktion M(x) = ^(L-x)-x, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(x) = (L-x) x; 

f‘(x) = L-2x => x = L/2; f “(x) = -2; f “(L/) = -2 < 0 => x max = L/2; M ma x = q*L 2 /8 

q ( x 2> | 

b) Zielfunktion M(x) = — • x • L-, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: 

6 V L ) 

f(x) = x-(L - x 2 /L); f ‘(x) = L - 3x 2 /L = 0 => x = L/V3 ; f “(x) = - 6x/L; f “(L/V3 ) < 0 => 
Xm»= L/V3 « 0,58-L; M Max = ^L 3 

5.98 Gewicht des Trägers: Fq = 200-x; Fx = (200-x)- +0,5-3000 => 

Zielfunktion F = — • ^200 x • -^ + 0,5 • 3000j = 100 x + , Minimumaufgabe; 

F‘(x) = 100 - 1500/x 2 = 0 => x = Vl5 ; F“(x) = 30/x 3 ; F“(Vl5 ) > 0 => x min = Vl5 « 3,9 m 


5.99 F x = F-cosa; F y = F-sina; F G = m g; F x = - Fr = - p-(F y - Fq); Fcosa = -p(F-sina-mg) => 

Zielfunktion F = — — m — m —; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(a) =---; 

cosa+psina cosa+psina 

f'(a) = ( sina+pcosa) _ q _ s j na + ^. cosa = o, sina = p-cosa , tana = p = 0,3 => a = 16,7°. 
(cosa+p-sina) z 

Um sich die Ermittlung von f “(a) zu ersparen, kann man wie folgt argumentieren: Der Zähler von 
f ‘(a) ändert sein Vorzeichen für a = 16,7° von - auf + und dies macht wegen des Quadrates 
(positiv!) im Nenner auch f ‘(a). Daher fällt die Funktion f(a) bis a = 16,7° und steigt danach. 
Daher befindet sich bei a = 16,7°ein lokales Minimum der Zielfunktion: a m i n = 16,7°. 
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5 Anwendungen der Differentialrechnung 


5.100 a) Zielfunktion: /(©) = U/[R 2 + (©L-1/(©C)) 2 ], Maximumaufgabe; 

Vereinfachung der Zielfunktion durch Verwenden ihres Kehrwertes: / ist am größten, wenn der 
Kehrwert, also der Nenner, f(©) = R 2 + (coL-l/(coC)) 2 , am kleinsten ist; damit liegt nun eine 


Minimumaufgabe vor. f'(©) = 2 • L 2 • © - 


_2_J_ 

r 2 ^3 
C co 


= 0 


Vlc ’ 


f "(©) = 2*L 2 +-^--^;f“( l/VLC) > 0 => Für © min = ~^= ist der Nenner f(©) am kleinsten 

c z © 4 Vlc 


z 2 © 4 

und damit /(©) am größten 

b) Der Nenner ist bei gegebenem R, L und C am kleinsten, wenn 
Dies ist der Fall, wenn ©L = — oder © = i— . 

©c Vlc 




gleich null ist. 


5.101 Zielfunktion: cp(P) = - 


(Einheiten weggelassen), Maximumaufgabe. 


<P'(P) = 


2S0+P+610~ 5 P 2 -P(1+1210~ 5 P) 

(250+P+610~ 5 P 2 ) 2 


2S0-610~ 5 -P 2 

(250+P+610" s P 2 ) 2 


0, 250-6 10‘ s P 2 = 0 


Pi = 2041,2 (die negative Lösung ist sachlich ohne Interesse); Nachweis, dass bei Pi ein Maximum 
unter Vermeidung der zweiten Ableitung: cp‘(P) wechselt bei Pi = 2041,2 das Vorzeichen; für 
P < 2041,2 ist250 - 610~ S P 2 und damit auch cp‘(P) > 0, für P > 2041,2 ist 250 - 610 _5 P 2 und 
damit auch <p‘(P) < 0; d.h. cp(P) steigt bis Pi und fällt dann; also liegt dort ein lokales Maximum: 
Pmax = 2041,2 W* 2041 W. 

5.102 Zielfunktion: A = y 2 + 4x-y; Maximumaufgabe; 

Nebenbedingung: r 2 = (x + y/2) 2 + (y/2) 2 , x 2 + x-y + y 2 /2 -r 2 => x = -y/2 + y] r 2 -y 2 /4 (die 
Lösung x = - y/2-^r 2 -y 2 /4 würde bedeuten, dass x nicht positiv ist). 

A(y) = y 2 + 4y• (-y/2 + -y 2 /4)= 2y• -y 2 -y 2 ; A' = 8r 2 -4y 2 -2yV4r 2 -y 2 =0> 

V 4r -y 

8r 2 -4y 2 -2y t-^4r 2 -y 2 = 0; (4i^ - 2y 2 ) 2 = y 2 -(4r 2 -y 2 ); 5y 4 - 20-r 2 -y 2 + 16r 4 = 0; 

Substitution u = y 2 : 5u 2 -20*r**u + 16r 4 = 0 => ui = 1,1056-r 2 ; U 2 = 2,894-r 2 ; y 2 = 1,1056 => 
yi = 1,051 *r (die negative Lösung ist sachlich nicht möglich); y 2 = 2,894-r 2 => y 2 = 1,701-r (die 
negative Lösung ist sachlich nicht möglich); 

x i “ -yi/2 + ^/r 2 —yf/4 = 0,325-r; X 2 = -y2/2 +^r 2 -y^/ 4 =-0,325-r (sachlichnicht 
möglich); daher kommen nur yi und x\ als Maximumstellen in Frage. Das dies der Fall ist, erkennt 
man unter Vermeidung der Bildung der zweiten Ableitung daran, dass A‘(y) > 0 für y < yi sowie 
A‘(y) < 0 für y > yi: x max = 0,325-r; y max = 1,051-r . A max = yi 2 + 4xj yi = 2,472-r 2 ; A Kr eis = n-r 2 ; 
Amax/Aicreis = 0*787 = 78,7%. 


5.103 Zielfunktion: P(R) = U 2 0 


f(R) = - 


f'(R) = 


(R +Ri ) 2 

R i- R =0 


, Maximumaufgabe. Vereinfachte Zielfunktion 


2R-4R 


R = R i; f'(R) = -r£; f'( R :) = -—J 

(R+Rjf 1 8Rf 


<0 


(R +R i) 2 ’ ' 7 (R+Ri) 3 

Rmax = Ri: maximale Leistungsaufnahme, wenn der Verbraucherwiderstand R gleich dem 
Innenwiderstand der Spannungsquelle ist. 
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6 Integralrechnung 


6.1 a) f(x) = 0,5-x + 2; Ax = (2-0)/4 = 0,5; 

U 4 = Ax[f(0) + f(0,5) + f(l) + £(1,5)] = 0,5* [2 + 2,25 + 2,5 + 2,75] = 4,75 
0 4 = Ax[f(0,5) + f(l) + £(1,5) + f(2)] = 0,5-[2,25 + 2,5 + 2,75 + 3] = 5,25 

b) f(x) = -2x +15; Ax = (5-2)/6 = 0,5. 

Die Funktion ist im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend, daher sind für die 
Untersumme die rechten Ränder, für die Obersumme die linken Ränder der Teilintervalle zu 
nehmen. 

U 6 = Ax*[f(2,5) + f(3) + ... + f(5)] = 0,5-[10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5] = 22,5 
0 6 = Ax[f(2) + £(2,5) + ... + £*(4,5)] = 0,5-[l 1 + 10 + 9 + 8 + 7 + 6] = 25,5 

c) f(x) = x 2 ; Ax = (0 - (—3))/5 = 0,6; im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend; 
U 5 = Ax*[f(-2,4) + £(-1,8) + ... + f(0)] = 0,6[5,76 + 3,24 + 1,44 + 0,36 + 0] = 6,48 

0 5 = Ax-[f(-3) + £(-2,4) + ... f(—0,6)] = 11,88 

d) f(x) = x 3 ; Ax = (2 - 0)/4 = 0,5; U 4 = 0,5-(0 + 0,125 + 1 + 3,375) = 2,25; 0 4 = 6,25 



Zu a) zu b) zu c) zu d) 

Integration durch elementare Bestimmung von orientierten Flächeninhalten (Dreiecken, 
Rechtecken,...). 



3 0 3 4 i 4 

Jf (x) dx = Jf (x) dx + Jf (x) dx = ff (x) dx = ff (x) dx + ff (x) dx = 

-2 -2 0 -l -1 1 


= I.(l + 2).2 + 3.4 = 15 =I.(l + 3).2-I.(5 + 8).3 = -H 







6 Integralrechnung 


6.4 a) Ax = 2/n; xo = 0; Xi = 1-Ax; X 2 = 2-Ax; X 3 = 3-Ax;...; Xn-i = Ax = (n-l)-Ax; 

U„ = Ax[f(xo) + f(x,) + ... + f(x„_,)] = 2/n-[20 2 + 2(1 -Ax ) 2 + 2(2Ax ) 2 +2((n-l)Ax) 2 ] = 

= 2 /ii* [ 2 -( 1 * 2 /n ) 2 + 2 -( 2 - 2 /n ) 2 + 2 -((n-l)- 2 /n) 2 ] = j • [l 2 + 2 2 +... + (n - 1) 2 ]= 

(siehe Lehrbuch Seite 194) = . (n-lW2,-l) = 8-(2n 2 -3n 2 + n) = 8 / 2 _ 3 1 V 

n 3 6 3-n 3 3 V n n 2 J 

2 r ->_.2 8 ,. („ 3 . n 16 


+-+fi+ (n -i) 2 -4- 


f 2 x 2 dx=f lim 2 -i + -L 
3 3 n-U n n 2 ) 3 




2 r 4 / 

= —• n + — *(l 
n L n 2 


2 + 2 2 + --- + (n-l) 2 


2 2n 3 -3n 2 + n | 2-7n 3 -6n 2 +2n 


f/i 2^ 2 f, 6 2 | 14 

f(l + x ) dx = — ■ lim 7-+ — r~ = — 

0 J 3 n->o °\ n n 2 ) 3 


c) Ax = —; U n = — • (0 + 0 J+ 1—- + 1 •—y + 2•—- + 2 •—y + •■■ + (n -1)• —+ (n -1) • — 


n n y V n n 


2 2/.« , 4 / l2 « 2 , 1N 2 VI 2 f 2 n (n-l) 4 2n 3 -3n 2 +n 

n Ln V n 2 V f \ n [n 2 n 2 6 J 


V nj 3 


.. . 2 TT 2 8 L 3 .3 .3 . !\ 3 l 16 (n- 1) 2 -n 2 . f 1 2 1 

d) Ax = —; U =- r - 0 3 +l 3 +2 3 +--+(n-l) 3 =— r -± --= 4- 1 — + -y ; 

n n n 3 n 4 n n 3 ,/ 


Jx 3 dx = 41imfl-- + ^-l = 4 


n->oo y n n 


6.5 Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine Konstante; daher ist die Anzeige 

zutreffend. a) + 1 b) sin 2 x = -- • cos2x + 

x—1 x-1 2 2 

4 6 2 

6.6 a)^- + C b)^- + C c)y + C d) x + C e)C 

f) ln|x| + C g)-^ + C h )"7T + C i)y + C j) ln|x| + C 

6.7 a) Jx V3 dx = ^-x 3 +C = ^-Vx^ + C = ~x-Vx+C b) Jx' 1 ^ 2 dx = 2-Vx + C 

c) Jx _l ^ 2 dx= 2-y/x+C d) Jx 3/2 dx = j-x 3 +C = j"\/x^+C = j-x 2 -Vx+C 

e) {x 3/4 dx = y-x i +C = ^-Vx 7 + C = ^ X'Vx I + C 

f) Jx 2/3 dx = |-x 5/3 +C = |-Vx r + C = |-x-Vx r + C 
h) Jx’ l/6 dx = | x 5/6 +C = | Vx T + C 


g) Jx ^ 3 dx = 3-Vx+C 








6 Integralrechnung 


6.8 a) -cos x + C 


b) sin x + C 


c) e x + C 


d) — + C 
7 ln 2 


e )Tr\ +c= '~'~ +c =~ tC= —— +c 
ln(l/3) lnl-ln3 -ln3 3 x ln3 


f) f(l/4) x dx= (1/ . 4)K . +C = -—+ C 

’ JV ’ ln (1/4) ln 4 

g) tan x + C h) - cot x + C 


i) arctan x + C 


j) ar sinh x + C 


6.9 a) F(x)= Jx 2 dx=^- + C;F(3) = y + C = 10 => C=l; F(x) = ^- + 1 


b) F(x)= J-l- dx = --l r + c ; F(1) = -^L + C = 2 => C = f; F(x) = \■ [s --Lj 

c) F(x)= f-^dx = 2-Vx+C; F(4) = 5 = 4 + C => C = l; F(x) = 2-Vx+1 

Vx 

d) F(x) = Je x dx = e x + C; F(0) = 3 = l+C => C = 2; F(x) = e x + 2 

e) F(x)= J^ = lnx + C; F(e) = 4 = l + C => C = 3; F(x) = ln|x| + 3 

f) F(x)= f2 x dx = —+ C; F(l) = 3 = —+ C => C = 0,1147; F(x) = 1,4427-2 X +0,1146 

J ln 2 ln 2 

g) F(x)= Jsinxdx = -cosx + C; F(rc) = 2 = l + C => C = 1; F(x) = -cosx + l 

h) F(x)= Jsinhxdx = coshx + C; F(-l)= 2 = 1,5431 +C => C = 0,4569; 

F(x) = cosh x + 0,4569 
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6 Integralrechnung 


6.10 e) jldx =[xp=[2-l] = l f) Jx" 3 dx = |^—J = - 

g) J—dt = [ln xf = [ln 2 - 0] = 0,693 h) J-du = [ln|u |]~2 =[ln|-l|-ln|-2|]=-ln2 


m 


IM V 


0 0.5 1 1.5 4 


0 0.5 1 1 . 5 , 


-2]=1 j)/4=dv =2-[Vvf =2-[2-l]=2 

1 vv 

[1-0,3971 = 0,452 1) f ß dt = 2-fVtL = 2-[l- 0,707]=0,586 




[l-4] = 2,164 


■■■ 

r mmm 
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■ 

W iS 

Bww iS 

Br BW ■■B 

■ 


■Hwwww 


91 


3 











6 Integralrechnung 











6 Integralrechnung 



6.13 a) a- fe x dx = a e x +C b) 3• f—^ T = 3 arctanx + C c) 5-fl«dx = 5x + C 
J J l + x 2 


d) -• fVxdx = -• Vx^ + C = -*x-Vx +C 
2 J 3 3 

1 rdx l,ii^ x 1 fdu 1 _ 

f) Wv=r ln M +c drhr—*r +c 


i) Jx 5/2 dx = |-x 7/2 +C = |-x 3 -V^ + C 

k) — • f—=—--cotx + C 
2s J sin 2 x 2s 


e) — • fcosx dx = —-sinx + C 
6a J 6a 

h) ln2-Jxdx = — x 2 +C 


= btanx + C 


1 fds_ ln|s| |C 
2-sin 2 x J s 2-sin 2 x 


6.14 a) 2-jx 3 dx-4-Jxdx + 5-jldx = ^--2x 2 +5x + C b) |• Jxdx-y• Jldx = ^y--y + C 

c) 2*ln|x|——+C d) - J(2t-l)dt = | (t-l)+C e) jfl + -ldx = x+31n|x|+C 

x 2 2 \ \ J 


f) J(x 3 +x)dx = ^-+^-+C 


g)y + 2e 2 -t + C 


h) JOdx =C 


6.15 a) dx = J^-^=-Vx j dx = 4-Vx - + C 

b) Ji2x+3)^dx=l. ff4x + 12 + -ldx = --(2x 2 +12x + 9-ln|x|)+C 

2x 2 V. xy 2 

c) j(l + Vx)-(x + Vx)dx= j(2x + x 1/2 + x 3/2 )dx = x 2 + y-x-Vx + y-x 2 Vx +C 

d) J7^T dx= HT7r2 dx= l arctanx + C 


6.16 a) 2u-Jldx + Jxdx = 2u-x + ^- + C b) 2-Judu + x-Jldu = u 2 +x-u + C 

c) Jxdx = ^ r + C d J^dx = (2 + s) jidx = (2 + s)-ln|x| + C 

e) Je*dt = -!Ü^-e‘ +C f)-(judu + 2-Jdu)=-^—• -^-+2u +C 

1—3L 1 3 1—3 1—3 2 


h) Jldr—2t* J—?-ydr = r-2t-arctan r + C 
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6 Integralrechnung 


6.17 a) J—dx+ Jdx = tanx + x + C 


c) --arcsinx + C 
3 


b) 6-f— t— dx+fdx= 6-tanx + x + C 
cos x 

d) -*arcoshx + C 
3 


6.18 a) jVxdx = ^y^-*>/5? + C = ^-j^--x-Vx+C 
i_\ i r r ~. 2 i 3 _ V2 /..3 , /-1 _ ? 


b +^-i^^* c -f^ +c -^ +c 

c) -4=- f , 1 dx = -U-arsinhx + C d) e- fe x dx = e-e x +C = e x+I +C 

W2 V2 J 

rcos^x dx= f dx=x + c f) 2. f s»ntcost dt = 2 f costdt = 2 . s i n t + C 

>*cos 2 x J J sint J 

g) 2- f sint C0 - t dt = 2- fsint dt = -2-cost + C h) tanx + C i) -cott+C = ——+C 

i cnst i tant 


»■■ f>*-f (■*«“’ -K- 

= Jldt-J(l + tan 2 t)dt+ Jldt = t-tant + t + C = 2t-tant + C 

k) Jsin(t +1)dt = J(sint • cos 1 + sin 1 • cost)dt = cos 1 • Jsintdt + sin 1 • Jcostdt = 

= cos 1 • (- cos t) + sin 1 • sin t + C = - cos(t +1) + C 

l) Jcos(t -1) dt = J(cos t • cos 1 + sin t • sin 1) dt = cos 1 • Jcos t dt + sin 1 • Jsin t dt = 

= cosl • sin t - sin 1 • cost = sin(t -1) + C 
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6 Integralrechnung 


6.19 e) J2 e x dx = 2-[e*^ =0,465 

-2 

x 

g) J(l-cost)dt =[t + sint]J =7C«3,142 
o 

6.20 a )y(x)= J(2x-l)dx = 

= x 2 - x + C; 
y(l) =1 2 -1+C = 2 
=> C = 2; 
y(x) = x 2 - x + 2 


-i ’o i 2 x ä 



x 

f) J(l + sint)dt =[t + cost]J =71 + 2 = 5,142 
o 

x 

h) J(sinx + cos x) dx = [cos x - sin x] =0 

-X 



6.21 a) s(t)= J(v 0 -g t)dt = v 0 t-g y + C; s(0) = C = 10; 

t 2 , 

Höhe zur Zeit t: s(t) = v 0 • t - g • — +10 = 30t - 5t 2 +10 

ds 

b) Größte Flughöhe s max , wenn v = — = s’(t) = 0: s’(t) = 30 - 10 t = 0 => t = 3 s; 

dt 

Smax = s(3) = 55 m. Zeitpunkt des Auftreffens am Boden: s = 0; 30t - 5t 2 + 10 = 0 => 
ti = 6,31 s; (t 2 = - 0,32 s kommt sachlich nicht in Frage) 

6.22 a) u = l-3x; — = -3 => dx = ~ du; 

dx 3 


J(l-3x) 3 dx = -j- Ju 3 du = -|~+C = ~(l-3x) 4 +C 

b) u = 3 + 2x; — = 2 => dx = —-du; f(3 + 2x) 4 dx = — • fu 4 du = — • — + C = — -(3 + 2x) 5 +C 

dx 2 J 2 J 2 5 10 

c) u = 1 -x; — = -l => dx = -du; fVl-x dx = - [Vu du = --Vü^ = --(l-x)-Vl-x +C 

dx J J 3 3 

d) u = 1 -x; — = -1 => dx = -du; f J— dx = - f-J= du = -2• Vü + C = -2-Vl-x+C 

dx J vl-x J Vu 

6.23 a)u = 2 + x; ^ = 1 => dx = du; 2- Jy!— dx = 2- J-du = 2-ln|u| + C = 2-ln|2 + x| + C 

b) u = 2x-t; ^p = 2 => dx = ^du; Jy^dx = ^-J—du = ^-ln|u| + C = ^-ln|2x-t| + C 

c) u = 2x -1; ^- = -1 => dt = -du; 1 ^ dt = -|— du = -ln|u| + C = -ln|2x-t| + C 

d) u = a + 2x; ^ = 2 => dx = ^-du; 2a- J —dx = a• J—du = a-ln|u| + C = a-ln|a + 2x| + C 

6.24 a) u = x-1; — = 1 => dx = du; 4- f—— T dx = 4- f-^-du = -4—+ C =—— + C 

dx * (x—l) 2 J u 2 u x-1 

b)u = 2x-a; — = 2 => dx = --du; f—-—-dx = ~- f-i-du = --*-+C =---+ C 

} dx 2 J (2x-a) 2 2 V 2 u 2-(2x-a) 
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6.24 c) u = 3 + 5x; — = 5 => dx = -du; 5- f , 5 dx = -- U=du = 2-Vü+C = 2-V3 + 5x +C 

dx 5 J V3+5x 5 J Vu 

d) u = 4x-1; dx = —-du; 2- ^=1= dx = -- Ü=du =i•^•Vü r + C = ^V(4x-l) 2 +C 
4 J v4x—1 4 J vu 2 2 4 

6.25 a) u = 2x + 3; — = 2 => dx = - du; fe 2x+3 dx = • fe u du + C = --e 2x+3 +C 

dx 2 J J 2 


b) u = -x; — = -l => dx = -du; fe x dx = - fe u du = -e u + C = e x + C 

dx j j 

c) u = 3x; — = 3 => dx = -du; f(e x ) 3 dx= fe 3x dx = -* fe u du =-*e u + C =- e 3x +C 

7 dx 3 J J 3 J 3 3 

d) Je 3x dx = i • c 3x nach c), ohne Integrationskonstante; u = -3x; => ^ = -3 => d x = ~ • d u 


Je _3x dx = ~ • Je“ du = ~ • e" 3x , ohne Integrationskonstante; 

j(e 3x - e _3x )dx = Je 3x dx - je" 3x dx = ^ • (e 3x + e“ 3x )+ C 

6.26 a) u = 2x; — = 2 => dx = - du; 

dx 2 

[2.!^dx = 200- fl0 2x dx = 100- flO u du = — 10 u + C = — 10 2x + C 
J io -x J J ln 10 ln 10 

b) u = 2t; ^ = 2 => dt = ^du; |2a* (a l +l) lna dt = 2-lna (ja 2t dt + Ja 1 dt) = 
= 2-lna-^i- ja u du+ Ja t dtj = 2-lna-f^-^- + -^-j + C = a 2t + 2-a l +C 


c) J 1+6 x dx = j(e x + l)dx = e x + x + C 

d) u = 3t; ^- = 3 => dt = j-du; Jsin(3t)dt = Jsinu du =-^-cosu + C =-j-cos3t + C 

6.27 a) u = 2 t -1 => dt = ^-du; Jsin( 2 t — 1 ) dt = i* Jsinu du = -i-cosu + C =-i*cos( 2 t-l) + C 

b) u = 10 t + cp => dt = ^*du; Jcos( 10 t + cp) dt = — Jcosu du = -j^-sinu + C = ^-sin( 10 t + <p) + C 

c) u = cot + cp => dt = — du; — • fsinudu = —-cosu + C =—-cos(cot + cp) + C 

co co J co co 

d) J(l-cos2t)dt= Jdt- jcos2tdt; u = 2t; ^ = 2 => dt = ^ du; 

Jdt-i- Jcosu du = t-^-sinu + C = t-i-sin(2t) + C 

6.28 a)u = 2x + 4 => dx = -du; 2-J—^---du = tanu + C = tan(2x + 4) + C 

2 J cos 2 u 2 

b) u = 2 t => dt = ^du; Jsinhu-^du = ^*coshu + C = ^*cosh( 2 t)+C 

c) u = 3t => dt = -du; fcoshu-du=-*sinhu + C = -sinh(3t) + C 

3 j 3 3 3 

d) u = 2x => dx = --du; f— l — -du = -*arctanu+C = - arctan(2x) + C 

2 J l+u 2 22 2 
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6 Integralrechnung 


J 3+2x 2 


f_ 

1 

J 

3- 

r 2 x 2 

i+— 


3 


1+1 x-j| 


\2 


dx ; u = x-^| o dx = J|-du; 


f ——ri•, p du = - •, p • f— du = ■ arctanu + C = -J= • arc tanf x •, p | + C 

J 3-|l + u 2 J V2 3 V2 Jl + u 2 V6 V6 I, Uj 

b) f———r-dx = 3• f—^ T dx; u = 2x => dx = — • du; 

J l-4x 2 ' l-(2x) 2 2 

3- 1 2 -^du = ~ln|y—-j + C = ~ln + C = ~(ln|2x + l|-ln|2x-l|)+C 

= 3- f—j■— 1 , , \ dx = f——--rr-dx; u = x-Vjj/3 => dx = V3/8du 

J 3-(l-8x 2 /3) J .l-( X .VP f V V 


C > \ 


3-8x z 


f 1 |3j /3 1 . 

J l-u 2 \8 V 2 


1+u 


1-u 


+c=jI4-h 


[3 V 2 -, 
~ V 8'2 V 2 n 


8 2 
l+x-78/3 3 


l+x-TP 


\-x-ß/3 


+c = 


l-x-78/3 3 


* c 4 “ 


3+2V6ÖC 


3-2Vö-x 


+ C = ^ln| 


2-V6-X+3 


2V6-X-3 


+ C 


d) f , 1 dx = f-==L=dx; u = 3x => dx = - • du; [ , 1 -du = -arcsin 3x + C 

J / r 0 * L — 3 J L 3 3 


9x z 


450 »> J-Pt"--/- 


Vl-(3x) 2 

1 dx = J- 


Vi^ 2 3 

dx; u = x • .^/Ü/3 dx = t/ 3/8 • du; 


J ^(l-8x 2 / 3 ) 

^ du 'w m K x V!)* c ‘T ““Kf 

b) f 1--- dx = [ . =L= dx; u = 2x => dx = i • du; 

Wl+4x 2 Vl+(2x) 2 2 

f . 1 • -du = - • ln(u + Vl + u 2 )+ C = • ln(2x + Vl + 4x 2 )+ C 

J V 1+u 2 2 2 2 

c) f 7 1 dx = f - 1 dx = f . 1 dx; u = x-Js/2 => dx = J2/5-du; 

J Vdl*5xV2l 

-4=- [ , 1 •■/^du=-L-lnfu + Vl + u 2 )+C l = -!=-ln x-J| +J 1 + 

V 2 J VTiV V 5 Vs v J 1 V5 I V2 V 


+ Ci = 


= V5 . ln x 'V5+V2+5x 2 +C[ = .i n |x • V5 + -y/2 + 5x 2 )+ C mit C = C, - — -lnV2 

5 -y2 5 5 

1 


^ JirTT dx= J L 


J V5x 2 -2 “ J V2-|5x 2 /2-lJ dX ^^-[(x-Vsp) 2 -!] 

1 r 1 / 1 . 1 . nr~. , „ i.| [5 , / 5 x 2 

V 2 V 5 Vs 1 Vs V 2 V 2 


1 


dx; u = x • V5/2 => dx = -y/2/5 • du; 


Vs 


ln 


ic-Vs+Vd 


x -2 


V2 


+ C, = ^-lnx-V5+V5x 2 -2 +C mitC = Ci-y- lnV2 


+ C, = 

Vs 
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6.31 a) Jsin 2 xdx = ^• J[l-cos(2x)]dx = ^• [Jdx- jcos(2x)dx]; u = 2x => d x = ^ • d u; 

^•|^x- Jcosu-^duj =i* x -• sin(2x) j + C = ^[x-sinxcosx]+C 

b) u = 5t + l => dt = y-du; Jsin 2 u-jdu = ^-J(l-cos2u)du =-^ [u-sinu-cosu]+C 1 = 

= ^ • [(5t +1) - sin(5t +1) • cos(5t+1)]+(^ = ^ ™ sin ( 5t + 1 ) ‘ cos ( 5t +1) + C, C = Ci + 1/10 

c) Jcos 2 x dx = ^-J(l + cos(2x))dx = -^*[jdx+Jcos2xdx]; u = 2x => dx = ~ du; 

-• x + fcosu--dul=- | x + --sinu | + C = —-[x + sinx-cosxl+C 

2 L J 2 J 2 L 2 J 2 1 J 

d) u = 10t + 3 ^ dt = ^du;- Jcos 2 u*-^du = ^- J(l + cos2u)du = ^[u + sinucosuj+C! = 

= ^-[l0t + 3 + sin(10t + 3)cos(10t + 3)]+C, = | + ^sin(10t + 3)cos(10t + 3) + C 
mit C = Ci + 3/20 

6.32 a) u = x/3-3 => dx = 3du; Ju 2 -3du = [u 3 ]" = [(x/3-3) 3 J = 22,37 

b) u = 5 + 4x => dx = -du; fu 3 -^-du = -^-[u 4 l ‘ =i'[( 5 + 4x ) 4 t 2 5 = 371 

4 J 4 16 L *“ 16 L 

2 x r r il. I>2 xVV Lösung hier leicht auch 

c) u = — + — =>dx = 4du; Ju -4du = 2 • [u j = 2 • + — J = 0,792 ; ohne Substitution! 

d) u = x/4 + 5 => dx = 4du; 2- Ju 3 -4du=2-[u 4 } ‘ = 2-[(x/4 + 5) 4 ]^ =365,63 

6.33 a) u = 2 + x => dx = du; Ju 1 / 3 du • [u 4 ^ 3 ^ • [(2 + x) 4/3 ] 0 = 6,29 

b) u = 3 — x => dx = -du; 2- J— *(-du) = -2-ln|u| *’ = -2-ln|3-x|* =1,39 

c) u = 10 + x => dx = du; 3* f—Vdu = —3• f—1 = -3• —-— =0,288 

. J U LlO-hX J_4 

d) u = 3-4x; => dx = -^--du; Ju -1/2 -f-^ldu = —^-[Vü].. = —^*[\/3 — 4x]lJ > ’ 5 =0,205 


6.34 a) u = 4x-2 => dx = -du; fe u ^du = ^--fe u l.. =^-[e 4x 2 ]2 = 300 550,21 
4 » 4 4 LJ 4 L J 

b) . .2,- 2 * d, . id.; > .1* - jlj• t-- jij• (>“}'. - 33173 

c) u = 2x => dx = -du; Jsinu«-du = -•[-cosu]; =-- [cos(2x)]q = 0,573 


d) u = t/2; dt = 2du; J(sinu + cosu)-2du = 2-[-cosu + sinuJ" = 2-[-cos(t/2)+sin(t/2)] J = 4 
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6 Integralrechnung 


r x 1 f 2x 

6.35 a) Schreibt man —— dx = - • —— dx, so entsteht ein Integral, bei dem der Zähler die 

J x 2 +1 2 v+l 

Ableitung des Nenners ist. Daher u = x 2 + 1; — = 2x => dx = — du. 

dx 2x 

• f— •— du = -* f— du = — • [lnlu|1 = — • lnlx 2 +l| + C = - ln(x 2 + 1) + C = lnVx 2 + 1+ C 
Ju 2x 2 Ju 2 L 1 IJ 2 I I 2 v ’ 

r x 1 r 2x 

b) \- ( -rr-dx = - • U-rr-dx, Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

(x 2 +lf 2 (x 2 +lf 

2, du» . 1. rll. Irl. 11 1 o 

u = x +1; — = 2x => dx = —du; x ——du = -- —du ---r—+C 

dx 2x J u 2 2x 2 'u 2 2 u 2 (x 2 +l) 

c) Jx • Vl + x 2 dx = j • J2x • Vl + x 2 dx, Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

u = l + x 2 ;— = 2x => dx = ^-du; Jx-Vü —du = --JVüdu = --u 3 / 2 +C = --(l + x 2 )^ 2 +C 
dx 2x 2x 2 3 3 

r x 1 f 2x 

d) I r — - dx = — • I . dx , Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

Vl+x 2 2 Vl+x 2 

u = l + x 2 ; — = 2x => dx = —du; f———du = -• f—du = - u^ 3 +C = - (l + x 2 )^ 3 +C 
dx 2x J^2x 2 4 4 v ; 

6.36 a) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners; 

u = l + e x ; — = e x =>dx = —du; 2- f--—du = -2- f— du = 21n|u| + C = 21n(l + e x )+C 

dx e x J u e x J u 11 v ’ 

b) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

u = x 2 ;—= 2x=>dx = —du; fx-e u •—du = -- fe u du = -e u =-e x2 +C 
dx 2x J 2x 2 J 2 2 

c) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

1. Lös.variante: u = sint; dt = —— du; fu-cost -—— du= fudu = -u 2 +C, =-sin 2 t + C,; 

cost J cost J 2 2 

2. Lösungsvariante: u = cos t; 


— = -sint => dt = ——du; fsint-u- ——|du = -fu 
dt sin t J v sin t J J 


•du = --u 2 +C 2 =--cos 2 t + C 2 
2 2 2 2 


3. Lösungsvariante: sint cost = — • sin 2t; u = 2t => dt = du/2; 

- • fsinu-du = --cosu + C-, =--cos2t + C^; 

2 J 2 4 3 4 3 

Die Ergebnisse aller drei Lösungsvarianten unterscheiden sich nur um eine Konstante und bezeichnen 
daher das gleiche unbestimmte Integral! 

d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; u = sin t; 

— = cost => dt = —— du; fu 3 cost—— du = fu 3 du = -*u 4 +C = - sin 4 t + C 

dt cost J cost J 4 4 

6.37 a) Typ: Der Zähler ist (bis auf den Faktor -1) die Ableitung des Nenners; 

u = cosx => dx =-— du; — : —du ] = - f-du = — lnlul= -[lnlcos xlb = 0,347 

b) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners; 

u = sin x => dx = —!— du; •—!— du = f-du = lnlul = lnl sinx l + C 

cosx J u cosx J u 11 1 1 

c) Typ: Der Zähler ist die Ableitung des Nenners; 

u = l + sinx => dx = —^—du; f cosx ._L_d u = f—du = lnlul = ln(l +sinx)+C 

cnsx J n cnsx Jn 11 
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6 Integralrechnung 


6.37 d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; 

•, 1 . rcosx 1 , fl , 1 1 ~ 

u = sinx => dx =-du; —z-du = l-^-du = — = — : — + C 

cosx J u z cosx J u z u smx 

6.38 a) Jsin 3 1 dt = Jsin 2 1 • sin t dt = J(1 - cos 2 1) • sin t dt = - cos t - Jcos 2 1 • sin t dt; 

u = cost => dt = —— du; -cost- fu 2 • sint• [ du | = -cost + fu 2 du = ... = ; 
sin t J v sin t J J 

= -cost + -cos 3 t + C = -cost + - cos 2 t-cost + C = -- (2 +sin 2 t)-cost + C 
3 3 3 v 7 

b) u = cos x => dx =-—du; f sm \ • f-—du ] = ... = -arctan u = -arctan(cos x) + C 

sinx J l+u 2 V sinx J 

c) u = sin x => dx = ——du ; f C0S * • —— du = f—!-z-du = arctan u = arctan(sin x) + C 

cosx J l+u cosx J l+u 

d) u = arctanx => dx = (l + x 2 )du; J u - -(l + x 2 )du = ... =^[u 2 }.. = • [arctan 2 =0,308 


6.39 a) u = ln x; 


du 1 


dx = x • du; J— xdu = Judu = — • u 2 = - • [ln x] 2 + C 


dx x J x J 2 2 L J 

b) u = ln2x; — = — => dx = xdu; f—-xdu= fudu = ^-u 2 = ^-•[ln2x] 2 +C 

Hvv Jx J 2 2 


II 

X 

X 

js 

1&x = I 

'(lnx) 2 ] 

i x 2 

1 x 2 

2 

du 

1 

r 

u = lnx; — = 

= — => dx = 

xdu; 

dx 

X 

J 


6.40 a)u = 3 + 2x 2 => dx= — du; f-— du= — f-du =i [ln|u|} =i [ln(3 + 2x 2 )]’=0,359 

4x J u 4x 4 Ju 4 L 1 IJ ■ 4 1 ' Jl 

b) u = 3-8x 2 => dx = —— du; (—•f--J-dul = -iln|u| = -iln|3-8x 2 l + C 

16x 3 u V 16x ) 8 1 1 8 I I 

c) u = 3t => dt = -du; i- ftan u du = -• f S ‘ n U du ; 

3 3 J 3 * cos u 

z = cosu => du =- - —dz; —• f S * nU f-!—dzl = lnlcos 3t| + C 

sin u 3 J z \ smu ) 3 

d) u = 3t => dt = -du; -• [tanh u du = -• f ^ du ; z = cosh u => du = ~r \—dz ; 

3 3 J 3 J cosh u sinh u 

i.pü“ .J_dz = ... = -I.lnlcosh3t|+ C = i-ln^-^- + C = i.ln|e 3, + e- 3t | + I lnI + C = 
3 J z sin u 3 1 3 2 3 I I 3 2 

= I • ln|e' 3t • (e 6t +1] + C, = j • [lne" 3t + ln(e 6t +1)]+ C, = j • [-3t + ln(e 6t +1)]+ C,, Ci = C + ln| 

6.41 A = 2 • JVl — x 2 dx, weil Integrand symmetrische Funktion; x = sin u => dx = cos udu; 

o 

2• JVl-sin 2 u• cosudu = 2• Jcos 2 udu = 2•]-• [u + sinu• cosu} (sieheAufgabe6.31 c)) = 


= u + sinu-Vl-sin 2 u = arcsin x + x-Vl-x 2 L = — 


6.42 a) u = x, u’ = 1; v’ = cos x, v = sin x; Jx • cos x dx = x • sin x - Jl • sin x dx = x • sin x + cos x + C 


I 




6 Integralrechnung 


6.42 b) u = x, u’ = 1; v’ = sin x, v = -cos x; 

Jx • sinx dx = -x • cos x - Jl • (-cos x) dx = - x • cos x + sin x + C 

c) u(t) = t, u’(t) = 1; v’(t) = sin(2t); v = Jsin(2t)dt = - ^ cos(2t); 

ft * sin 2t dt = --cos 2t-—• fl-cos2tdt = ---cos 2t + -*sin2t + C 
J 2 2 J 2 4 

d) u(t) = t, u’(t) = 1; v’(t) = cos (t/5); v = jcos(t/5)dt = 5 • sin(t/5); 

ftcos -dt = t-5sin —- fl * 5 sin - dt = 5tsin - + 25cos - + C 
J 5 5 J 5 5 5 

6.43 a) u = x, u’ = 1; v’ = e x , v = e x ; Jxe x dx = xe x - jle x dx = x e x -e x + C = (x-l)e x + C 


L 

b) u = x, u’= 1; v’=2 x , v = 2 x /ln2; Jx-2 X dx = 

0 


2 X " 

2 2 
r. 

2 X . 

" 2 X 

f 1 V 

X ln2 

~ J 1 
0 0 

-dx = 

ln 2 

ln 2 



= 5,297 


f flY 
J U ) 


dx = x • 


ln 2 


-j, 


-2 -x , x-2" 

-dx =- 

ln 2 


2 _x 1 
- + C =— 


ln 2 (ln 2) z 2 x ln2 

-st 


hi) 


+ C 


d) u(t) = t, u’ = 1; v’(t) = q , v = - e /s ; .... = t 


-e 


s 


-J, 


( e “ s t ^ 


te' st e' st 

dt=-^- v + c 

S s 2 


6.44 a)u = 3-x;u’ =-l;v’ =e _2x ,v= ~— r 


1 

J(3-x)e“ 2x dx = 

-l 

i = 5 -xJ 

H 


(3-x) 


-e 


-2x 


- J(-D- 


-2x 


-dx = 


•e 2 dx = 


-l 

b) u = 5 - x/2, u’ = -1/2; v’ =e xl2 ,v = 2-e x/2 ; 

• n2 2 / 


(3 - x) • e~ 2x t e~ 2x 


= 12,83 


C x\ 1 / \\ - 

5-— -2e 2 - -- • 2e 2 dx = 

2 / . nV 2y 


Jo 0 

1 = ^+1 v = A t+l. 


(12-x)e 2 


= 15,18 


Jo 


c) u(t) = 3t + 1, u’(t) = 3; V’(t) = e , v = e m ; 

J(3t + l)e ,+l dt- = (3t +1) • e ,+1 - J3 • e t+1 dt = (3t + 1) • e t+1 - 3 • e ,+l + C = (3t - 2) • e ,+1 + C 

-2<u+l) 

d) u(t) = t+2, u(t) = 1; v’(t) = e' 2 (,+1) , v(t) =--—; 


J(t + 2)-e' 2<t+1) dt = 


(t + 2)- 


-2-(t+l) 


"Jl 


1 _ e -2-(« + l) 


dt = 


-2(t+l) 


(2t+ 5) 


= 0,718 


6.45 a) u(t) = e 2t , u’(t) = 2-e 2t ; v’(t) = sin t, v’(t) = - cos t; je 2t • sin t dt = -e 2t • cost + 2 • je 2t • costdt; 
nochmalige partielle Integration: u(t) = e 2t , u’(t) = 2-e 2t ; v’(t) = cos t, v’(t) = sin t; 

I = Je 2t sintdt = -e 2t -cost + 2- Je 2t -costdt = -e 2t -cost + 2*(e 2t - sint-2- Je 2t -sint dt) = 

= -e 2t -cost + 2 e 2t -sint-4- Je 2t -sint dt= -e 2t -cost + 2-e 2t sint-I; d.h.: 

I = -e 2t -cost + 2-e 2t -sint-4-Idt => 5-1 = -e 2t cost + 2-e 2t -sint oder 
I = Je 2t -sint dt = ~* e2t *(2*sint-cost) + C 
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6 Integralrechnung 


6.45 b) Zweimalige partielle Integration: I = je_^ • sin(4x)dx = - — e 4x • cos(4x) - je^ • cos(4x)dx = 

u v""" 4 u v“' 

=--^ e _4x -cos(4x)-Q- e" 4x -sin(4x) + Je _4x -sin(4x)dxj = ~ e“ 4x [sin(4x) + cos(4x)]-I; d.h. 

2 • I = ^ e _4x [sin(4x) + cos(4x)] oder I = |e“ 4x • sin(4x) dx = - e~ 4x [sin(4x) + cos(4x)] + C 

c) Zweimalige partielle Integration: I = je^ - cosx dx = e" x • sinx + je^ • sinx dx = 

T *"5"* 

= e" x -sinx + (-e~ x -cosx- Je“ x -cosxdx)=e" x -sinx-e _x cosx-I; 

e _x 

d.h. I = e" x sinx-e“ x cosx -1 => I =-(sinx-cosx) + C 

2 V ’ 

d) Zweimalige partielle Integration: I = |2• cos3tdt = — • sin3t + • J2^• sin3t dt = 


. „ ln2 2 ' . inz r^_ t _ , 

•sin3t +--cos3t-2 -cos3tdt 

i a i J 


9 + (ln2) 2 


.2Uü2. cos3 ,_0s2£. I; d ,„. ,,£U,„ 3l _£l“ «,„3,. 

9 9 3 9 

-•(3-sin3t-ln2-cos3t) + C 


(M 2 j 
9 


z 1 2 

6.46 a) u = lnx, u’= 1/x; v’= x, v = x 2 /2; Jx-lnxdx = —-lnx-J—-^-dx = 

222 3 f 2 "I ^ 

= ^-lnx-^- + C = ^-(21nx-l)+C; Jx-lnxdx = ^-*(21nx-l) =2,94 

b)u = InVx = lnx 1/2 = — lnx, u’ = —; v ’=x 2 ,v= — ; 

J 2 2x 3 

fx 2 lnVxdx = — InVx - f— •—dx = — - lnx- — + C = — -(3-lnx-l)+C 
J 3 J 2x 3 3 2 18 18 v 7 


J 3 J 2x 3 32 

c)u = lgx=-!-lnx > u’ = —i-;v’ = x 3 ; v=^; 

lnlO x-lnlO 4 


Jx 3 lgxdx = ^- lgx- J- 


—-—dx = —•—--— + C = —-(41nx-l)+C 

x-lnlO 4 4 ln 10 16 lnlO 161nl0 v ’ 


d) u = x; u’ = 1; v’ = 1/cos x, v = tanx; 

f—— dx = x • tanx — fl • tanxdx j ftanxdx = f^^dx = -ln|cosx| + C (Typ: Zähler ist bis 
cos 2 x J J J cos 1 

auf den Faktor -1 die Ableitung des Nenners, Substitutionsmethode: u(x) = cos x usw.); 

f—dx = x • tan x - (- lnlcos x|)+ C = x • tan x + lnlcos x| + C 
J cos z x 

6.47 a) Zweimalige partielle Integration: Jx^ • cosx dx = x 2 • sin x - 2 • Jx • sin x dx; 

uv' 

Jx-sinxdx = x-(-cosx)- Jl-(-cosx)dx = -x-cosx + Jcosxdx = -x-cosx + sinx + C; 
u v' 

damit: Jx 2 - cosxdx = x 2 -sinx-2-(-x-cosx + sinx)+C = (x 2 -2)-sinx + 2x-cosx + C 



6 Integralrechnung 


6.47 b) Zweimalige partielle Integr.: J— • e^dx = — • e x - Jx • e x dx; Jx • e^dx = x • e x - Jl • e x dx = 


u v' 


= xe x -e x +C; damit: Jy e x dx = y-e x -(x e x -e x )+C = y (x 2 -2x + 2)+C 

c) Zweimalige partielle Integr.: ff- — 1 • sin(a x) dx = - \ - 1 — • cos(a x) + —• fx • cos(a x) dx; 

J Vb; '—^ VbJ a ab 2 J 

u v 

Jx cos(ax)dx = - x sin(ax)--* Jsin(ax)dx = -x*sin(ax) + -^-cos(ax) + C; damit: 


- • x • sin(a x) + — • cos(a x) 
a 2 j 


= 1 2 -(-a 2 x 2 -cos(ax) + 2ax-sin(ax) + 2-cos(ax))+C 

a -b 2 

2 -x 2 

d) Zweimalige partielle Integration: Jx^ • 2^dx --x 2 +-jx • 2" x dx ; 

uv' n n 


+ C = 


ln 2 
2 ~ 


fx -2 X dx =-x +- X dx =-x ———— -r- + C; damit: 

^ ln2 ln 2 J ln2 (t- o\2 


u v' 

fx 2 • 2~ x dx = -j2 • x 2 + 

J ln 2 ln 2 


2 2 
■ x - 


ln 2 (ln2) 2 

-X \ 


ln 2 (ln2) 2 


+ C = ~ 


2 2 2 

x +--x + - 


ln2 ^ ln2 (\ n2 f 


+ C; 


Jx 2 -2" x dx = 


2" x 

f 2 2 2 1 

ln 2 1 

ln2 (,n2) 2 JJ 


= 0,780 


4 

e -3x / v' 

fx 2 e _x dx = 

--(9x 2 +6x + 2 

J 

0 

27 V ’ 


6.48 a) Zweimalige partielle Integration: jV • dx = -—• e " 3x + - • Jx • dx = 

= -—-e~ 3x • e _3x +-• fe~ 3x dxl = -^—-(9x 2 +6x + 2)+C; 

3 3 v 3 3 J J 27 V 1 

= 0,0740 

b) Zweimalige partielle Integration: Jx^ • sin x dx = -x 2 • cos x + 2 • Jx • cos x dx = 

Y '"T “ "7" _ 

= —x 2 cosx + 2 (x sinx- Jsinx dx)=-x 2 cosx + 2-x-sinx + 2cosx + C; 

0 r lo 

Jx 2 cosxdx=[-x 2 •cosx + 2x-sinx + 2-cosxJ_ J ^ 2 =2-7t = -l,142 

-n/2 

c) Zweimalige partielle Integration: Jt^ • cos^dt = 21 2 • sin^ - 4 • Jt • sin^ dt = 

U " v' " v* 

= 2t 2 •sin--4 | -2t cos- + 2- fcos-dt | = 2t 2 -sin —+ 8-1-cos —-16-sin-; 

2 V 2 J 2 J 2 2 2 

J t 2 cos^dt = [2t 2 sin —+ 8 t cos —-16 sin—1 = 2,678 
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6.48 d) Zweimalige part. Integr.: • sin (2x + rc/3)dx = • cos(2x + n /3)+^ • Jx • cos(2x + n/3) dx = 

T v* ' u V ' 

= -— -cos(2x + 7t/3)+ — -sin(2x+ 7 c/ 3)--* fsin(2x + 7t/3)dx = 

6 6 6 J 

= -- • x 2 • cos(2x + n/3)+ - • x • sin(2x + tü/ 3)+ — • cos(2x + 7i/3)+ C ; 

6 6 12 

J— • sin(2x + n/3)dx = ^ • [(l - 2x 2 )• cos(2x + n/3)+ 2x • sin(2x + tc/^)]o = ”0*369 
o J 

6.49 a)I= jcos 2 x dx = jcosx-cosxdx = sinx-cosx+Jsin 2 x dx = sin x • cos x + J(1 - cos 2 x) dx = 

u v' 

= sinx-cosx+Jdx-jcos 2 x dx = sinx cosx + x-I; d.h. I = sin x-cos x + x -1 => 

2-1 = sin x-cos x + x oder 1= jcos 2 x dx =^-(x+ sin x-cos x)+C. 

Andere LösungsVariante: cos 2 x = ^ • [l + cos(2x)], • [l + cos(2x)]dx =... 

b) I = fsin 2 -dt = fsin--sin-dt = -2sin-cos- + fcos 2 -dt =-2sin-cos- + f| 1 — sin 2 — 1 dt = 

7 J 2 J 2 2 22^2 2 2 \ 2) 

u y' 

= -2-sin^-cosi+ jldt- Jsin 2 ^dt = -2-sin^-cos^ + Jldt — I; d.h. 

2-1 =-2sin-cos- + t oder I = - -sin- cos-; 

2 2 2 2 2 
7i/2 r - 1 7i/2 

fsin 2 -dt =—sin--cos- =0,285. 

J 2 9 2 2 L 


Andere Lösungs Variante: sin 2 x = -^ • [l - cos(2x)], • [l - cos(2x)]dx =... 

c) Güstigerweise zuerst Rückführung auf Jsin 2 xdx durch Substitution x = co-t + cp; 

— = co => dt=— dx: fsin 2 (co-t + cp)dt = — • fsin 2 xdx ; 
dt cd J cd J 

1= jsin 2 xdx = Jsinxsinxdx = -sin x-cos x+ jcos 2 xdx = -sinx-cosx + j(l — sin 2 x)dx = 
u v' 

= -sinx-cosx + Jldx- Jsin 2 xdx = -sinx-cosx + x-I; d.h. I = -sinxcosx + x-I => 
1= Jsin 2 x dx = ^-(x-sinx-cosx)+C; 

t-Grenzen in x-Grenzen umrechnen: t = 0 => x = co-0 + cp = cp; t = 7i: x = co-rc + cp; 

71 0)'7t+<p 

fsin 2 (cd • t h- cp)dt = — • fsin 2 xdx = — •-• [x - sin x • cosx£ 71+9 = 

J co J co 2 v 

0 cp 

= — • [co • n - sin(co • n + cp) • cos(co • n + cp) + sin cp • cos cp] 

2co 

-sinCi + 2-P-n)-cos<+ + 2on) . sin(+)c.. 


Ml> OMTG_rUNC 
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6 Integralrechnung 


6.49 d) sin(t+l) = sin t- cosl + cos t-sin 1 = 0,5403-sin t + 0,8415-cos t; 

Jsin t • (0,5403 • sin t + 0,8451 • cos t) dt = 0,5403 • Jsin 2 t dt + 0,8451 • Jsin t • cos t dt; 

Jsin 2 t dt = ^-(t-sint cost)+C 1 ... siehe c); Jsint-costdt = ^sin 2 t + C 2 ... siehe 6.36 c); 
0,5403- Jsin 2 1dt+ 0,8451- Jsint-costdt = 0,5403-^-(t-sint-cos t)+0,8451-^-sin 2 1 +C; 

2 ? Ti i 12n 

Jsint-sin(t + l)dt = 0,5403—(t-sin t-cos t)+0,8451—sin 2 t = 1,697 

o L 2 2 J 0 

6.50 a) Jarctan x dx = Jarctan x • 1 dx = x • arctan x - J 2 X dx . Das verbleibende Integral ist vom Typ: 

u v^ x 

Zähler ist (bis auf den Faktor 2) die Ableitung des Nenners; daher Substitution: u = x 2 + 1 usw. 
Ergebnis: Jarctanxdx = x-arctanx--i-ln|x 2 +l| + C = x-arctanx-^-ln(x 2 +l)+C 

b) Jarcsin x dx = Jarcsin x • 1 dx = x • arcsin x - J . x ^ dx. Das verbleibende Integral ist vom Typ: 

u v' Vl-x 

Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; daher Substitution: u = 1 - x 2 usw. 

Ergebnis: Jarcsinxdx = x• arcsinx + Vl-x 2 + C 

c) ln— = lnl-lnx = 0-lnx = -lnx ; 

x 

Jln—dx = -Jlnxdx = - Jlnx-1 dx =-xlnx + Jdx = -x • ln x + x +C = x-(l-lnx)+C 
x u ^ 

d) InVx =lnx^ 2 = ^-lnx; JlnVxdx =i- Jlnx-1 dx = ^-x-lnx-i- Jdx = y-(lnx-l)+C 

Jln Vx dx = ^ • (ln x - l)j = 1,273 

6.51 a) x 2 -1 =(x-l)-(x+l); 

5x-l A B . ,, in / , ix 
— | .((x-lHx+1) 

X 2 -l X—1 x + 1 

5x-l = A-(x+l) + B(x-l) 

x = 1:4 = 2-A => A = 2; 
x = -1: -6 = B-(-2) => B = 3; 

5x-l 2 3 


u v ' 


b) x 2 - x -2 = 0 => Xi = -1, x 2 = 2 

4x-5 A B . , . 1W „ 
= -— + —| (x+lHx-2) 


x 2 -x-2 x+1 x-2 

4x - 5 = A-(x-2) + B-(x+l) 

x = 2: 3 = B-3 B=1 

x = -1: -9 = A-(-3) => A = 3 


4x-5 


x 2 -l x-1 x+1 

c) x 2 - x - 6 = 0 => xj = -2, x 2 = 3 


3 1 

- + - 


-x+8 


A - + — I (x+2)-(x-3) 


x 2 -x-2 x+2 x-3 

-x + 8 = A(x-3) + B(x+2) 

-x + 8 = Ax -3 A +B-X+2B 
-x + 8 = (A+B)-x - 3 A +2B 

KoefFizientenvergleich: 

I: A + B = -l 

II: -3A + 2B = 8 =>A = -2,B=1 

-x+8 _2 | B 

x 2 -x-2 x+2 x-3 


x-x-2 x+1 x-2 

d) 2x 2 + 5x - 12 = 2-(x 2 + 5x/2 - 6); 
x 2 + 5x/2 -6 = 0 => Xi - -4, x 2 = 3/2 
3x-10 A B 


(x+4)-(x-3/2) 


x 2 +5x/2-6 x+4 x-3/2 

3x - 10 = -A-(x - 3/2) + B-(x + 4) 

x = 3/2:-11/2 = B-11/2 => B = -l 
x = -4: -22 = A-(-l 1/2) A = 4 

3x-10 4 14 2 


x 2 +5x/2-6 x+4 x-3/2 x+4 2x-3 ’ 

3x-10 1 3x-10 2_1_ 

2x 2 +5x- 12 2 x 2 +5x/2-6~x+4 2x-3 
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6 Integralrechnung 


6.52 a) x 3 + 3x 2 + 2x = x-(x 2 + 3x + 2) = 0; xi = 0; x 2 + 3x + 2 = 0 => X 2 = -2, X 3 = -1 

3x 2 +6x+2 A B C . , 3 , 2 .~ N 

-T- 5 -= — +-- + —7 (x J +3x +2x) 

x 3 + 3 x 2 + 2 x x x +2 x +1 

3x 2 + 6 x + 2 = A-(x+2)-(x+l) + Bx(x+1) + Cx-(x+2) 

x = 0: 2 = 2-A => A= 1; x = -2: 2 = 2B => B = 1; x = -l:-l=-C =>C = 1 
3x 2 +6x+2 1 1 1 

x 3 + 3 x 2 + 2 x x x +2 x +1 

b) x 3 + 5x 2 + 6 x = x-(x 2 + 5x + 6 ) = 0; xj = 0; x 2 + 5x + 6 = 0 => X 2 = -3, X 3 = -2 

x 2 +6x+12 A B C ./ 3 lC 2,r V 

t- 5 -= - + —- + —- |-(x 3 +5x + 6 x) 

x 3 +5x 2 +6x x x+3 x+2 

x 2 + 6 x + 12 = A(x+3)-(x+2) + B-x-(x+2) + C-x-(x+3) 

Einsetzen: x = 0, x = -3 sowie x = -2 => A = 2; B = 1; C = -2; * - = — + —-— 

x J +5x +6x x x+3 x+2 

c) x 3 + 3x 2 = x 2 -(x + 3) = 0; x\ = 0 (zweifache Nullstelle); X 2 = -3 
^ = A + B + C Kx3 + 3x 2 ) 

x 3 +3x 2 x x 2 x+3 

x 2 + 4x - 6 = A-x-(x+3) + B-(x+3) + C-x 2 ; Einsetzen: x = 0, x = -3 sowie etwa x = 1: 
x = 0 :-6 = 3-B => B = -2; x = -3:-9 = 9-C => C = -l; x = 1: —1 =4A+4B + C=> A = 2; 

x 2 +4x-6 _ 2 2_1_ 

x 3 +3x 2 x x 2 x+3 

d) x 3 + 6 x 2 +1 lx + 6 = 0; xi = -1 kann als Nullstelle erraten werden; 

(x 3 + 6 x 2 +1 lx + 6 ) : (x + 1) = x 2 + 5x + 6 ; x 2 + 5x + 6 = 0 x 2 = -3; X 3 = -2 


x 2 -8x-11 A | B | C 
3 +6x 2 +11x+6 x+1 x+3 x+2 


| -(x 3 + 6 x 2 +1 lx + 6 ) 


x 2 - 8 x -11 = A-(x+3)*(x+2) + B-(x+l)-(x+2) + C-(x+l>(x+3) 
Einsetzen: x = -1, x = -3, x = -2 => A = -1, B= 11, C = -9; 

x 2 -8x-11 _ L + JJ_ 9 — 

x 3 +6x 2 +1 lx+6 x+1 x+3 x+2 


6.53 a) x 3 + 4x 2 + 4x = x-(x 2 + 4x + 4) = 0; xi = 0; x + 4x + 4 = 0 => x 2 = -2 (zweifache Nullstelle) 


3x 2 +8x+8 _ A + B + 
x 3 +4x 2 +4x x x+2 


C |-(x 3 +4x 2 +4x) 
(x+2) 2 


3x 2 + 8 x + 8 = A-(x+2 ) 2 + B-x-(x+2) + C-x 
Einsetzen: x = 0, x = -2 und etwa x = 1 => A = 2;B = l;C = -2 
1 2 


3x 2 +8x+8 ^ 2 | _ 

x 3 +4x 2 +4x x x+2 

.2 = v 2 


(x+2) 2 


b) x + 5x 3 + 6 x = x -(x + 5x + 6 ) = 0; xi = 0 (zweifache Nullstelle); 

x 2 + 5 x + 6 = 0 => x 2 = -3; X 3 = -2 

-2x 3 +10x+12 A B C D 1 / 4 1 c 3 . r 2\ 

- = — + — +-r +-r | <X + 5x J + 6 x 2 ) 


x 4 +5x 3 +6x 2 x x 2 x+3 x+2 

-2x 3 +10x + 12 = A-x-(x+3)-(x+2) + B-(x+2)-(x+3) + C-x 2 -(x+3) + D-x 2 -(x+2) 
Einstzen: x = 0, x = -3, x = -2 sowie etwa x = 1=> A = 0, B = 2, C = -4;D = 2 

-2x 3 +10x+12 _ 2_4 | 2 

x 4 +5x 3 +6x 2 x 2 x+3 x+2 
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6 Integralrechnung 


6.53 c) x 4 -2x 2 +1=0; Substitution: u = x 2 ; u 2 -2u +1=0 => uj = 1 (zweifache Nullstelle); 


x 2 = 1 => xi = —1, X 2 = 1 (jeweils zweifache Nullstellen) 


B 


+ -S- + - 


D 


•(x 4 -2x 2 + 1) 


x 3 -7x-2 _ A 

x 4 -2 x 2 +1 x+1 ' (x+1) 2 ' x-1 ' ( x _i) 2 

x 3 -7x - 2 = A-(x+l)(x-l) 2 + B-(x-l) 2 + C-(x+l) 2 -(x-l) + D(x+1) 2 

Einstzen: x = -1, x = 1 sowie etwa x = 0 und x = 2 => A = 0, B = 1, C = 1; D = -2 


x 3 -7x-2 


1 


1 


x 4 -2x 2 +1 (x+1) 2 x-1 (x _])2 

d) xi = -2, X 2 = 2 (dreifache Nullstelle) 

4x 3 -50x+60 ABC 
- +-+ - 


D 


| -(x+2)-(x-2) 3 


(x+2)-(x-2) 3 x+2 x ~ 2 (x-2) 2 (x-2) 3 

4x 3 -50x + 60 = A-(x-2) 3 + B-(x+2)-(x-2) 2 + C-(x+2)-(x-2) + D(x+2) 

Einstzen: x = -2, x = 2 sowie etwa x = 0 und x = 1 => A = -2, B = 6, C = 0; D = -2 
4x 3 -50x+60 2 6 2 


(x+2Hx-2 ) 3 


2 | 6 
x+2 x-2 


(x- 2) 3 


6.54 a) x 3 - 2x 2 + 2x = x-(x 2 - 2x + 2) = 0; xi = 0; x 2 -2x + 2 = 0 => X 2 = 1+j, x 3 = 1-j, d.h. komplexe 


xr x ii 2x -x+2 A 
Nullstellen; -=-= —+ 

x 3 -2x +2x x x 2 — 2 x +2 


B ' X+C |*(x 3 - 2x 2 + 2x) 


2x 2 - x + 2 = A-(x 2 -2x +2) + (Bx + C)x; 

KoefFizientenvergleich: 2x 2 - x + 2 = (A + B) x 2 +(C - 2A)*x + 2A 


I: A + B = 2 
II: C - 2A = -1 
III: 2A = 2 : 


A=1;B = 1;C=1 


2 x 2 -x +2 _ 1 x +1 

x 3 -2x 2 +2x x x 2 — 2 x +2 


b) x 3 - x 2 + 3x + 5 = 0; xi = -1 kann als Nullstelle erraten werden; 

(x 3 - x 2 + 3x + 5): (x + 1) = x 2 - 2x + 5 = 0 => X 2 = l+2j; x 3 = l-2j, d.h. komplexe Nullst. 


6x 2 +3x+13 


A Bx+C 

- +- 


x 3 -x 2 +3x+5 X+1 x' 2 -2x+5 


•(x 3 - x 2 + 3x + 5) 


6x +3x + 13 = A(x 2 -2x +5) + (B-x + C) (x+1); Koeffizientenvergleich: 
6x 2 +3x + 13 = (A+B)-x 2 + (-2A+B+C) x + 5A+C => A = 2, B = 4, C = 3; 
6x 2 +3x+13 


2 4-x+3 

- + - 


x 3 -x 2 +3x+ 5 X+1 x 2 -2x+5 

c) x 4 - 4x 3 + 5x 2 = x 2 *(x 2 -4x + 5) = 0; x\ = 0 (zweifache Nullstelle); 
x 2 - 4x + 5 = 0 => X 2 = 2+j; x 3 = 2-j, d.h. komplexe Nullst. 


A B C-x+D . . 4 . 3 , , 2s 

= — + — + — -|-(x -4x 3 + 5x ) 


2x 3 -18x+35 
-=-H- 2 

x 4 -4x 3 +5x 2 x X x 2 -4x+5 

2x 3 -18x + 35 = A x (x 2 -4x +5) + B (x 2 -4x +5) + (C x + D) x 2 ; Koeffizientenvergleich: 
2x 3 -18x + 35 = (A+C)-x 3 + (-4A+B+D)-x 2 + (5A-4B)*x+5B 


A = 2, B = 7, C = 0; D = 1; 


2x 3 -18x+35 2 7 

-= - + —- + - 


1 


-4x+5 


, 2 x 3 - 18 x -t- 35 

1 expand —7-5- ä- 

. x^ - 4 x° + 5-x+ 


In»U: jwijii of rtiult g>gy 6« IqrJtr _ 


Mathcad : 

An irgendeiner Stelle die 
Variable x im Bruch durch 
Anklicken markieren, dann 
Menü 


2x - 18x + 35 

4 .3 . 2 

x - 4x + 5x 


1 


7 2 

— + — + — 

Symbolik/Variable/Partial- x x x -4-x+5 
bruchentwicklung 
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6 Integralrechnung 


6.54 d) x 4 + x 3 - 2x = x(x 3 + x 2 - 2) = 0; xi = 0; *(x 3 + x 2 - 2) = 0, X 2 = 1 kann als Nullstelle erraten 
werden; (x 3 + x 2 - 2 ): (x - 1 ) = x 2 + 2 x + 2 ; x 2 + 2 x + 2 = 0 => X 3 = - 1 +j; X 3 = — 1 —j, d.h. 
komplexe Nullst.; 

x 2 -2x-4 A B Cx+D , / 4 . 3 x 

-= —+-+-| *(x +x -2x) 

x 4 +x 3 -2x x X_1 x 2 +2x+2 

x 2 -2x - 4 = A-(x-l)-(x 2 +2x +2) + Bx-(x 2 +2x +2) + (Cx + D)x(x-l); 
Koeffizientenvergleich: 

x 2 -2x - 4 = (A+B+C)x 3 + (A+2B-C+D>x 2 + (2B-D)x-2A =>A = 2,B = -1,C = -1,D = 0 

x 2 -2x-4 _ 2_1 x 

x 4 +x 3 -2x x x ”^ x 2 +2x+2 


In den Aufgaben 6.55 bis 6.60 wird die Partialbruchzerlegung nicht mehr gezeigt. 

, __ . x+12 2 3 r x+12 . . f dx ^ r dx . . 1 

6.55 a) - -: = ; K-: dx= - 2 ‘ h + H-; = -2'Hx + 


a) = + r——dx = —2* f^ + 3- f—= -2• lnl x + 2| + 3.1n|x-3| + C 

x 2 -x-6 x+2 x-3’V-x-6 Jx+2 Jx-3 1111 

b) 4^_=_L + J-; f-^I?_dx= f-^-+3- = --ln|2x-l|+3-ln|x+l|+C 

2x 2 +x-1 2x-1 x+1 ^2x 2 +x-1 J 2x-1 Jx+1 2 1 1 1 1 

3^-2x ± l =1 J_ _1_ ' = _f^ +3 . fA + f-*L=-y x |+3-liJx+l|+ln|x-l|+C 

x 3 -x X x+1 x-1 J * x Jx+1 Jx-1 11 1111 


6.56 a) 


4x 2 -7x+2 3 1 2 r4x 2 -7x+2 


3 I 2 f4x~-7x+2 , ^ rdx rdx « f dx niii 1 i l ~i 

-,-z>+7r,-hr^^'h-h^hs- 3 - .h|«| + -+H«-2|*c 


x 3 -2x 2 X x 2 X-2’ J x 3 -2x 2 J x ■ 

4x 2 -16x+15 3 t 1 1 r 4x 2 -16x+15 

x 3 -5x 2 +8x-4 x-1 x-2 (x-2) 2 * ■'x 3 -5x 2 +8x-4 
3x 2 -9x+2 1 1 2 r 3 x 2 -9x+; 


dx = 3-ln|x-l| + ln|x-2| +-+ C 


3x 2 -9x+2 1 1 ^ 2 r 3x 2 -9x+2 

(x-2) 2 (x+2) ~ x-2 (x-2) 2 x+2’ J (x-2) 2 (x+2) 


dx = ln|x-2| +-+ 2-ln|x + 2| + C 


, „ v 3x 3 +5x 2 +2 1,11 

6.57 a)---= 3x -1 + - + —-; 

x 2 +2x x x+2 


f 3X +2 dx = |-x 2 -x + ln|x| + ln|x + 2|+C 




Mathcad: 



3 2 

3x+5x+2 _ 3 2 ... ~ 

-dx - — x - x + ln(x) + ki(x + 2) +C 

x 2 + 2x 2 


Das Gleichheitszeichen und die Konstante wurden als Text 
hinzugefügt. 


u\ 4x —13x+15 . . 3 2 . r4x^-13x + 15 , -2 „ ~ , 1 „1 ~ , 1 ,1 

b)---= 4x + 4-+-; ---dx = 2x z +4x-3-ln x-2 +2-ln x + 1 

x 2 -x-2 x-2 x+1 J x 2 -x-2 11 11 

f^^dx4-2x + 2.1„| X |-.„| X -l| + 3..n|x + 2| + C 


r4x 3 -13x+15 


dx = 2x 2 + 4x - 3 • ln| x - 21 + 2 • ln| x +11 + C 


I- _ 2 3 . f 

- = x-2 + —+ — 

x x+2 J 


x x+2 J x 3 +x 2 -2x 


6.58 a) 


x + 3 + — —— + ——; f...dx~ — + 3x + 2-ln| x I — 2«lnl 

x x+1 x-2 J 7 111 


x-x -2x x x+1 x-2 

M 2x 3 -4x 2 -4 _ 1 2 1 . f 

b) n ^—I 

c) «6.-74. t _ 7tJLt 


x + l+5-lnx-2+C 


2x 4x 4 dx = 2x + lnl x I - — - lnl x - 21 + C 


(x-2) *(x +3) 


x + 3 (x-2) 2 


f... dx = —-7x + ln| x + 3 |-—— 

J 2 11 x-2 
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6 Integralrechnung 


^ x 4x 2 +6x-9 1 8 x +6 r 8 x +6 , f 8 x , r 6 , 

6.59 a)-=-=— + ^—; —r—dx = —r—dx + —-—dx; 

4x 3 +9x x 4x 2 +9 j 4x 2 +9 j 4x 2 +9 j 4x 2 +9 

u = 4x 2 + 9; — = 8 x => dx = — du; f—^—dx = f— —du = lnlul = ln(4x 2 + 9); 

dx 8 x j 4x 2 +9 j u 8x 11 

f—^—dx= f————ridx; u = —=> dx = - du; 

J 4x 2 +9 J 9-[l+(2x/3) 2 J 3 2 


idx; u=—=> dx = - du; 
3 2 


9-[l+(2x/3 ) 2 


J 9 -l+u 2 2 


• -du = arctan u = arctan — ; 


r4x 2 +6x-9 , rdx r 8x + 6 , . i i . , A 2 . ^x ~ 

- 5 -dx = - —+ — -dx = -lrix +ln(4x +9)+arctan—+C 

J 4x 3 +9x J x J 4x 2 +9 1 1 3 

fl2x 2 +6x+4 , - rdx r 6x+6 , - fdx f 6x , f 6 , 

-t- dx = 2 — + —— dx = 2 — + —— dx+ \-^— dx = 

' J X J 4-9 J X J 9v 2 4-9 J 3 y 2 4-9 


x J 3x +2 


= 2 • ln| x |+ln(3x 2 + 2 )+Vö • arctan^x^j+C 

c) p^±dx = ^. f^-f% + fi^dx = -6.^-f^ + 3. f-4-dx+f- , 
J 2x 4 +x 2 J x J x 2 J 2x 2 +1 J x j x 2 J 2 x 2 +1 J 2x 2 +1 

= -2-ln|x| + -+3-ln(2x 2 +l)+V2 -arctan(x-V2)+C 


1 x J 3x +2 J 3x +2 


6.60 a) f- 

b)f 


8x z +26 . _ rdx f 6 x +12 , . rdx , f 2 x , f 12 , 

x 3 -6x 2 +13x j x V-6X+13 J x J x 2 -6x+13 J x?-6x+13 

=2-lr| x|+3-ln(x 2 -6x+13)+15-arctan—+C 


2x 3 -2x 2 -16x+32 


dx = 4 .f^ + f-^-dx = 4.f^ + f- 

K 2 Jv 2 _4vx8 Jv 2 J 


dx. r 2 x 


J x J x -4x+8 


x 2 -4x+8 *'x 2 -4x+8 


= --+ln(x 2 -4x + 8 )- arctan +C 

x v 7 2 

4x 3 +49x- 55 , f dx . r dx 


f—-5- 

f dx +f- 

Jx+2 5 

(x+2) 2 


• f———5* 

Jx+2 J/ 


dx . 3 


-dx- f—— -dx = 

7 Jv 2 _8vx17 


J x+2 J (x+2) 2 2 J x 2 -8x+17 J x 2 -8x+17 

= ln| x+2 |+—^ + |*ln(x 2 -8x+n) +ll-arctai^x-4)+C 

6.61 a)u = cosx, dx =-— du; f... dx = -■ fu 4 sinx-— dx = ——• fu 4 du = --•— =—-*cos 5 x + C 

y sin x J 3 J ein v 3 J 3 5 15 


b) Zweimalige partielle Integration analog wie Aufgabe 6.45 b): 


-4x 

•e -cos 


( 2 x)dx=^-[e' 4x • (sin( 2 x)- 2 • cos( 2 x))]_° = 0,661 


c) f dx = f - x - +4 • f dx = [~ln (x 2 + 4)+ 2 • arctan—1 =1,114 

, x 2 +4 J x 2 +4 J x 2 +4 L 2J, 

d) u = --x 3 ; dx = —?r-du; f x2e “ —rdu =- fe“du = -e u +C = -e -x ^ 3 + C; 

3 x 2 J x J 

Jx 2 -e' xJ/3 dx =-[ e ” xI/3 ]-i = 0,679 
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6.62 a) Jx • VIx+Tdx = • (3x +1) 3/2 -• (3x +1) 7/4 J = 3,560 

b) Zweimalige partielle Integration: Jx 2 • e" x dx = -x 2 • e~ x + 2 • Jx • e" x dx = 

= —x 2 • e _x + 2-[-x-e“ x + Je" x dxj= -x 2 -e _x -2-x-e _x -2-e~ x =-e" x -(x 2 +2x + 2)+C 

c) J-^dx = M eX +3 )L °2 = °’ 244 

d) f(3 • tanhx + 2)dx = ff 3 . + 2^ dx = [3-ln(coshx)+2x] 2 =7,975 

} i v cosh x J 


6.63 a) Partielle Integration: Jln x • ln x dx mit u = ln x, v’ = ln x; v durch eine weitere partielle 
Integration: v = Jlnx • ldx = x-lnx - x (siehe Beispiel 6.14 d), Lehrbuch Seite 213). 

Jln x-lnx dx = ln x-(x-lnx-x)- J(x-lnx-x)- — dx = x-lnx-(lnx-l)- J(lnx-l)dx = 

= x-lnx-(lnx-1) - Jlnx dx+ Jl dx = x-lnx-(lnx-l)-(x-lnx-x) + x + C = 

= x-(ln 2 x-21nx+2)+C 

b) f _ = f ^EIWEI dx = f(V^T + dx = - ((x- 1)V* + (X - 2 ) 3/2 )+ c 

J(x-l)-(x-2) J v ' 3 vv ' v ' ' 

c) Substitution u = Vx + 1, dx = 2 • Vx + 1 du = 2u du; Je'^’dx = 2 • Je“ • udu, partielle Integr. 
= 2• (u• e u - Je“du)=2-(u-e“ -e“)=2-e“ •(u-l) = 2-e' / ^ -(Vx+I-l)+C 

d) j3x-e x/2 dx = 6-(x-2)-e x/2 +C 


6.64 a) Genauer Wert: 18,6667 


n 

Mittelpunktsformel 

Trapezformel 

2 

l-[2,5 2 + 3,5 2 ] = 18,5 

0,5-[2 2 +2-3 2 + 4 2 ] = 19 

4 

0,5-[2,25 2 +2,75 2 + 3,25 2 +3,75 2 ] = 18,625 

0,25-[2 2 +2-2,5 2 +2-3 2 + 2-3,5 2 + 4 2 ] = 18,75 


b) Genauer Wert: 4 


n 

Mittelpunktsformel 

Trapezformel 

2 

l-[0,5 3 + 1,5 3 ] = 3,5 

0,5-[0 3 +2-1 3 + 2 3 ] = 5 

4 

0,5-[0,25 3 +0,75 3 + 1,25 3 +1,75 3 ] = 3,875 

0,25-[0 3 +2-0,5 3 +2-l 3 + 2-1,5 3 + 2 3 ] = 4,25 



Genauer Wert 

Mittelpunktsformel 
n = 2 n = 4 

Trapezformel 
n = 2 n = 4 

c) 

2/3 

0,6044 

0,6481 

0,8056 

0,7050 

d) 

1/2 

0,5131 

0,5032 

0,4740 

0,4936 

e) 

tt/4 = 0,7854 

0,7906 

0,7867 

0,7750 

0,7828 

f) 

2,0498 

2,1334 

2,0717 

1,8780 

2,0057 

g) 

2 

1,9106 

1,9689 

2,2278 

2,0692 

h) 

0,3863 

0,3914 

0,3876 

0,3760 

0,3837 


6.65 Keplerformel 

a) —[1+4-1,0607+1,4142] = 1,1095 
6 

b) -[0,2689+4-0,4268+0,1673] = 1,4291 
6 


Simpsonformel 

— •[1+41,0078+21,067+4-1,1924+1,4142]= 1,1114 
6-2 

—-[f(l)+4f(l,5)+2-f(2)+4-f(2,5)+...+f(5)] = 1,4473 
6-4 


c) --[O+4-l+O] =2,0944 
6 


-[f(0)+4f(0,3927)+2-f(0,7854)+...+f(n)] =2,3565 
6-4 
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6 Integralrechnung 


6.65 d) [o,6366 + 4-0,300 l + o] = 0,4809 ^ [f(n/2)+4f(9ji/16)+2f(10Vl6)+...+f(Jt)]=0,4812 

6 6-4 

e) ^• [l,4427 + 4• 1,0914 + 0,9102] = 1,1197 -J--[f(2)+4-f(2,0833)+2-f(l,1667)+...+f(3)] = 1,1184 

6 6*6 

f) ^[1 + 4-1,2247 + 1,4142] = 1,9146 ^[f(0)+4f(0,1571)+2-f(0,3142)+...+f(jc/2)]= 1,9101 

6 6*5 

g) --[1 + 4-0,5 + 0,0588] = 1,0196 — [f(0)+4f(0,25)+2-f(0,5)+...+f(2)]= 1,0701 

6 6*4 

h) 1 • [2,7183 + 4 ■ 2,9878 + 3,6945]= 3,0607 — • [f (l)+4-f (1,1667)+2-f (1,3333)+.. .+f(2)]= 3,0591 

6 6*3 

i) - • [l + 4 • 0,3679 + 0,0183]= 0,8299 — • [f (0)+4-f (0,25)+2-f (0,5)+.. ,+f (2)]= 0,8821 

6 6-4 

6.66 (1) a) ^ • [f (0,1963) + f (0,5890) + f (0,9817) + f (1,3744)] = 1,9101 

O 

b) — [f(0)+2f(jt/8) + 2f(Ä/4) + 2-f(3n/8) + f(l)] = 1,9101 
16 

c) ^•[f(0) + 4 f(7t/4) + f(7t/2)] = 1,9146 

6 

d) • [f(0) + 4 • f( ä/ 8 ) + 2 • f (jt/4) + 4 • f(3?t/8) + f(7t/2)] = 1,9101 
6-2 

(2)a) -• [f(0,125) + f(0,375) + f(0,625) + f(0,875)] =0,7732 
4 

b) ^ • [f(0) + 2 • f (0,25) + 2 • f(0,5) + 2 • f(0,75) + f(1)] = 0,7821 

c) - • [f(0) + 4 • f(0,5) + f(1)] = 0,7786 

d) — • [f (0) + 4 • f (0,25) + 2 ■ f (0,5) + 4 • f (0,75)+f (1)] = 0,7764 
6-2 


6.67 ln 2 = 0,693147 (genau auf 6 Nachkommastellen); Keplerformel: ln 2 « - 

6 


- + 4 —+ - =0,6944; 
Li 1,5 2j 


Simpsonformel: ln 2 » — • -+4—|—+2—|—+...+— = 0,i 
6-6 |_1 13/12 14/12 21J 

6.68 a) Trapezregel: ^ • [l,0 + 2 • 1,1 + 2 • 1,5 + 2 • 2,4 + 3,8] = 3,7000 


693149 


Simpsonformel: -^--[l ,0 + 4-1 ,1 + 2 - 1,5 + 4-2,4 + 3,8] = 3,6333 
6*2 


6.69 


b)Trapezregel: ^-[1,099 + 2-1,609 +2-1,946 +2-2,197 +2,398] = 15,0010 

Simpsonformel: —• [1,099 + 4-1,609 + 2-1,946 + 4-2,197 + 2,398]= 15,0753 
6-2 


c) Trapezregel: ^ • [l + 2 • 0,25 + 2 • 0,111 + 2 • 0,063 + 2 • 0,040 + 2 • 0,028 + 0,020] = 1,0020 

Simpsonformel: — • [l + 4 • 0,25 + 2-0,111 + 4- 0,063 + 2 • 0,040 + 4 • 0,028 + 0,020]= 0,8953 
6*3 
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6 Integralrechnung 


6.69 


c) f-dx = lim f—dx = lim [ln|x|][ > =lim [ln|b|-lnl]=oo 

i X b-x» i ^ b->oo u — 


b->oo 


d) f-^Ldx = lim f-^dx = lim [ö• Vx^l = lim 6-(Vb -l)=oo 

* VX b-x» J Vx b-x» L J b^oo v 7 

e) f-^dx = lim f^dx = lim [-• Vx^l = lim—-IVb 2 "-2,8198*1 =o 

2 J V^ b-oo 2 J V^ b—L2 J 2 b^«2 1 J 

f) °fe“ x dx = lim [-e' x lf = lim [-e" b +0,3679]= 0 + 0,3679 = 0,3679 

» u . __ b—>00 L 


b-x» 


b-x» L 

lb 


g) ]e‘ 4 x dx=lim[-i-e' 4x j =lim j-[e' 4 b -1]= -(0-1) = 0,25 

h) ]x.e- xI dx=lim[-i.e- x, ] # ==lim^.[e- bl -l]=-I-(0-l) = 0,5 

i) f--dx = lim [arctanx] b = lim [arctanb- 0 ] = — 

Jl+x 2 b—► °o b ~>® 2 

1 e 2x -1 l-e -2x °°r c r b f 

j) f-— dx = tanhx + C = ^r-+ C =-z- + C; f...dx= lim L.dx+lim L.dx; 

J cosh 2 x e 2x +l l+e" 2x ± a^J b-xoJ 

c J 

lim [-r—dx = lim 

a-x-<» J cosh 2 X a->-<» 

b 


lim f-z— dx = lim 

h—>oo » r*r»cV» ^ v b—>oo 


b-x» * COSh 2 X b-»oo 

00 

I 


1 -e 


-2x 


“i b 


l+e~ 


c 

= lim 

a->-oo 

a 

"e 2c -1 e 2a -l" 

_ e 2c -1 0-1 e 

e 2c +1 e 2a +1_ 

e 2c +1 0 + 1 + e 

= lim 

b->oo 

l-e _2b 1 - e" 2c " 
1 + e" 2b 1 + e' 2c 

e“ 2c -1 e 2c 

= 1 =1 

e _2c +1 e 2c 


1 . , e 2c -l , e 2c -1 . 

-z—dx = 1 h— r-— + 1—r-— = 2 

cosh 2 x e 2 -1 e 2 -1 


1 °° 

k) f— z -dx = arctan(x + 2) + C; f. .. dx = lim [arctan(x + 2)]* + lim [arctan(x + 2)] b = 

J X 2 +4x+ 5 J a->-oo b-x» 


= lim [arctan(c + 2) - arctan(a + 2)] + lim [arctan(b + 2) - arctan(c + 2)] =-— + — = tz 


b-x» 


2 ) 2 


1) Jsin x dx = lim [- cos x] b = lim [l - cos b], Grenzwert nicht definiert, Integral existiert nicht 


b-><» 


b-x» 


m) f...dx = lim— [e x -(sinx + cosx)]^ = lim —*[e b (sinh + cosb)-l]=--•(()-l) = - 

* b—2 b—>oo 2 2 2 


n) Je 2x cosxdx = lim |"- e 2x -(sinx-2cosx)l =-• lim [e 2b *(sinb-2cosb)-(-2)]=- 

o -* ® 

oo r 2 i b r 2 i 

o) f--—-— dx = limI — • ln ———— = -• lim ln-^5--ln- = — • (ln 1 -(-0,693))= 0,347 

I x*(l+x 2 ) »-«|_2 1+x 2 J, 2 b-».[ 1+b 2 2j 2 V V " 

p) f—z—^-dx = lim ln-^--— = lim I"ln - -^-1 - (ln 2 -1) = 0 = ln 1 - 0 - (ln 2 -1) = 0,307 

i x 2 *(l+x) x xj, b bj 
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6 Integralrechnung 


2 2 

6.70 a) f— dx = lim f— dx = lim--[x 4/5 ]* = lim-«[1,741-a 4/5 1=2,176 
0 J ^ a->0 a >/x - 04 L J a -°4 L J 

b) f-4rdx = lim f-^-dx = lim [^-1 = lim [-1-^-1 = -l + oo = oo 

ox 3 a4 °a X 3 a ^°Lx 2 Ja a ^°L a 2 J 

c) f-?-dx = lim f-4rdx= lim [—1 = lim |~-1—-1 = -1 + oo = oo 

q X 2 a-><>J x 2 a-M)[_xJ a a->0 |_ aj 

d) f ——- dx = lim f x dx = lim - • [lnlx 2 -lll 2 = lim -• fln3- lnla 2 -l||=-- [ln3-(-<»)] = oo 

J x 2 _l a-^lJ x 2 _l a->l 2 L I l J a a-+l 2 1 I l J 2 L 

3 3 

e) J—dx = lim J—dx = lim [ln|x -l|] 3 = lim [ln 2 - ln|a —1|] = ln 2 — (- 00 ) = 00 

1 X 8_> a X 3_> 

1 1 b 1 IC JC 

f) f ,_ dx = lim f __ dx = lim [arcsin xl, b = lim [arcsin b - arcsin Oll =—0 = — 

8) *Ä i l'-<- 2 > 9, H' o-»)-! 

h) f-j=J=dx = lim f-j=i=dx= lim b-Vx-ll. 3 =2 - lim fV2 — Va-~Tl = 2• (V2 — o) = 2-V2 «2,8284 

/Vx^l •-►' a J Vx^T »->i l * »->i l 1 v ' 

1 1 

i) Jlnx dx = lim Jln x • 1 dx = lim [x ■ lnx - x]^ = lim [-1 -a • Ina + a] = (-1 -0) = -1; 

0 a_>0 a a_> ° a_> ° 

lim (a• Ina) = 0 , Regel von de 1’Hospital, Lehrbuch: Beispiel 5.6 b), Seite 143 

a-*0+ 


j) fx• lnxdx = lim fx -lnxdx= lim I I = lim I---I 11 = ; 

l -°a J a -°L 2 4 Ja a H 4 l 2 4 JJ 4 

Integration siehe Aufgabe 6.46 a); lim (a 2 • Ina) = 0 Regel von de l’Hospital wie i) 

a-»0+ 

6.71 a) r(l) = ft° • e _t dt = lim fe _t dt = lim [- e ~ l ]q = lim [-e~ b + l]= 0 + 1 = 1 

* b —► oo * b —► oo b —► oo 

0 0 

b) T( 2 )= ft - e _t dt = lim ft • e _t dt = lim [—(t H- 1 ) • e _t 1 « = lim f-(b + l) e” b + l] = 0 + 1 = 1 , 

» b —> oo J b —> oo *" b —► oo L J 

0 0 

weil lim (b +1) • e' b = lim ^4 = lim —^ = 0 ... Regel von de l’Hospital 

b -> oo b->oo e " b b-*ao _e _b 

® ® p ii 

c) T(3) = ft 2 * e -t dt = lim ft 2 • e _t dt = lim I- (t 2 + 2t + 2) e _t | 0 = 

J b —y 00 » b -4 00 L J 

0 0 

= lim [- (b 2 + 2 b + 2 ) • e' b + 2 ]= 0 + 2 = 2 , weil lim (b 2 + 2 b + 2 ) • e‘ b = 0 ... de l’Hospital 

t—►OO t->00 

6.72 a) F(s) = ft• e" s * dt = lim ft• e _st dt = lim -f- + 4=-l• e" st = lim - f — + -!=-l • e" sb +\ = 

J b^ooJ b -> oo s 2 ) n b ->°° VS S 2 J s 2 


x 2 lnx x 2 


1 | a 2 lna a 2 1 1 


00 b r \ 1 D 

6.72 a) F(s)= ft • e _s t dt = lim ft • e _s t dt = lim •e _st = lim - 

0 b-»®J b->00 L s 2 ) Jo b -> oo 


0 + -y = -y, weil lim — • e s h = - • lim b • e s b = 0 auf Grund der Regel von de l’Hospital 


b) F(s) = fe' 3t • e" st dt = lim fe' (3+s) t dt = lim |"—- 

i b->oo J b ->• ool s+2 

0 0 L 

= —— ■ lim [ e - (3+s)b -1]= —L.(0-1) = — 
s+3 b->® L 1 v ’ - ■ ’ 







0° I- 1 b 

6.72 c) F(s) = fsin t -e _st dt = lim —--(s-sin t + cost)-e“ s t = 

J b s 2 +1 Jo 

= —[(s-sinb + cosb)-e" sb -l]=—[ 0 -l] = -^— 


S +1 b-»oo 


00 r i 

d) F(s) = fcos 2t-e _s t dt = lim —-(2sin 2t-s cos2t) e" s t 

J b->oe[_ s 2 +4 


-lim [(2 sin 2 b -s-cos 2 b)e sb - (-s)j= — ^—[O + s]= ^ — 
s 2 +4 b -« LV J s 2 +4 s 2 +4 

[l 1 glm 9 Tbrafcyrclofer|pr^Iolci» , n uTI Mdthcad: 

Hier ist zu beachten, dass das Integral nur existiert, 
wenn s > 0. Dies muss mitgeteilt werden! 

■ |*(cos(2 t) #" s i )(it|* >0 + 4 J C0S (2I) e S * dt annehmen,s > 0 -» — 


lM*IN_MP OUTP_FUWC 1/1P 


6.73 (x= ft-Xe u dt = X- lim ft • e u dt = X- lim + -4=-Ve Xt = lim -f- + A,l*e x ' b +- 

J b-PooJ b->»|_ U X. 2 ; Jo U ) X 

= 0 + — = — = —-— = 5000 h; hier wurde verwendet, dass lim b • e“ Xb = 0 (de l’Hospital) 

X X 0,0002 b-oo 

6.74 — • f— *—dx = — • lim f—!- T dx + —• lim f—^-dx = 

n J l+ X 2 n a-> -oo J l+x 2 n b-p« J l+x 2 
-«o a c 

= —• lim [arctanxl* + — • lim [arctanxl b = —•[ arctanc-||| + —•( —-arctanc | = 1 
K Ja K b->«o l * 1t l l 2 J ) n 12 ) 


6.75 a) f—dx = lim [——1 = lim [——+ 1 = 
J(l + x) 2 b->oo 1 + xJo b-pco |_ 1 + b 

b) T-^ 72 - dx = lim I"— ■ 1 1 = lim —j 

J n4.?YV/ 2 b-x» I J U9v L b —> co J 1 


-0 + 1 = 1 


+ 1 =-0 + 1 = 1 (de l’Hospital) 


« i r i i b Ti 

b) f-— dx = lim — 7 . = lim — . +1 =-0 + 1 = 1 

q (l+2x) 3/2 b-Pco[ Vl + 2xJ 0 b -«L Vl + 2b 

oo r i b r 

c ) f —dx = lim - 3x+1 = lim - 3b+1 _ +1 =-0 +1 = 1 (de l’Hos 

Q J (1 + X) 4 b-p-L (X + 1) 3 J 0 b-x»L (b + 1) 3 

d) f— 8x dx = lim — 4x+1 = lim — 4b+ * +1 =-0 + 1 = 1 (de l’F 

q (l+2x) 3 b->«>[_ (2x+l) 2 J 0 b->«[ (2b+l) 3 

e) —• f — —-( = = lim — • J— dx = lim —-[arctanV x]q = —-f—-ol = 1 

fl Z fl+xVvX b -> « 71 Jfl + xVVx b-poo n J 71 12 J 


b r 

= lim - 

b -> oo 

0 L 


+1 = —0 + 1 = 1 (de l’Hospital) 


J(i+x)-V5T 


f) —• fxe x/2 dx = lim —• fxe x/2 dx = lim — [-(2x + 4)e xy,2 l!! = 

’ 4 } b->® 4 J b->® 4 1 v ’ 10 

0 0 

= lim --[-(2b + 4)-e _b / 2 + 4 ] = — • [0 + 4] = 1 (de l’Hospital) 

b —► 00 4 4 

6.76 Q= f°idt= P—e _l/,RC dt = —• lim (V 1/RC dt = ^2-■ lim [-RC• e _,/RC ]„ 
Jo Jo R R b -»® Jo R b->® 1 J0 

= ^2.- lim [-RC e' VRC +Rcl=U o C [-O + l]=C U 0 

R b-poo 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.1 r 






rnmm 



1 



1 



■ 1 







VI 

i:i i 


□ 


nun 


Iniv ■ 


■IHM 


a) -2x+5 = 0 => x = 2,5; Ai = J(-2x+5)dx = 30,25; A 2 = I J(-2x+5)dx = 2,25; A = Ai+ A 2 =32,5 


b) x 2 + x -2 = 0 => Xi = -2,X 2 = 1; A= }(x 2 +x-2)dx +j(x 2 +x-2)dx = - + - = —= 6,333 

-2 l 2 6 3 

% 

c) A= Jsinxdx = 2 

o 

3tc 71,2 3 * /2 2 * 

d) cos x = 0 für Xi = — sowie X 2 =—; A = jcosxdx + Jcosxdx + Jcosxdx= 1 + 2+1 =4 


■NHfl 

jDik iSj 


I « 

I « 

II 

IHI 

Mül 


e) A= J(x 2 +3)dx = 12 

-2 

-l o 2 37 5 16 

f) x(x 2 -x-2) = 0 => xi= 0, x 2 =-l,x 3 = 2; Jf(x)dx + jf(x)dx + Jf(x)dx = — + — + — = 


g) x (x 2 -3x + 2) = 0 => xi= 0, x 2 = 1, x 3 = 2; A = Jf (x)dx +1 Jf(x)dx + Jf(x)dx = ~ ^ ^ 

0 I 3 43 Q 3S 

h) x-(x 2 -4x + 4) = 0 =>xi= 0,x 2 = x 3 = 2; A= |f(x)dx + ff(x)dx =— + - = — = 5,83 

-i |o 12 4 6 


i) A = Jf(x)dx + jf(x)dx =1 + 1 = 2 
0 «/ 2 



j) ~r = J(l- X 2 )dx+ J(x 2 - 1)d x=Y + - 


A = 2-2 = 4 













-3 -2-1 0 1 


O 

a) f(-x) = (-x) 2 = x 2 = f(x), d.h. gerade Funktion; jf(x)dx = 2 • jf(x)dx = 2 • - = 5,333 

-2 0 3 
n 

b) f(-x) = sin(-x) = - sin(x) = -f(x), d.h. ungerade Funktion; Jsinxdx = 0 

-71 

71 7C 

c) cos(-2x) = cos(2x), d.h. gerade Funktion; jcos(2x)dx = 2 • jcos(2x)dx = 20 = 0 


d) (—x) 2 +(—x) = x 2 - x * x 2 + x, d.h. weder gerade noch ungerade; ff(x)dx = -- + - = - 

• 6 6 3 


e) sin(-x) cos(-x) = - sin(x)cos(x), 

71 

d.h. ungerade Funktion; Jsin x • cos x dx = 0 

-7t 

A ( A V» rraro/la Cimlr+inn• 




f) (-x) - (-x) = x - x , d.h. gerade Funktion; 
j(x 4 - X 2 )dbc = 2 • J(x 4 - X 2 )dx = 


1 4 1 

7.3 Parabel: y = a x 2 ; fürx = 4isty = 2: 2 = a*4 2 => a=-; Ai = 2- f-x 2 dx = 

8 o 8 

Fläche unter der Parabel; Fläche über der Parabel: A 2 = 8-2 - 16/3 = 32/3 


ist der Inhalt der 


7.4 An der Stelle x = 3 ist y = V2-3 = Vö . Fläche unter dem Graphen: JV 2 x dx = 2 • Vö ; 

0 

Fläche über dem Graphen: 3 -Vö-2 -Vö = Vö = 2,45 





-1012 


2 r 12 

a) Part. Integration: J(2 + 6 t) • e^dt = -( 6 t-h 8 )-e^ + C; J(2 + 6 t)e _t dt = [-( 6 t + 8 ) • e -t Jj = 5,293 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.5 b) x*sinx = 0 für x = 7 t; part. Integration: f x • sin x dx = sin x - x-cos x + C; 

' T “ 1 
U v' 

[sinx-x-cosx]J =n; [sinx-x-cosx]^ =-2n-n = -3n; A = n + |-3tc| = 4n= 12,57 


5 Tx 2 V 

c) Kein Vorzeichenwechsel; Integration siehe 6.46 a): Jx • ln x dx = • (2 • ln x -1) = 14,12 


n/2 


^ 1 TT 

7.6 a) Jsinxdx = -• Jsinxdx ; - cos b +1 = - (0 + 1 ); 2 cos b = 1 ; b = — = 1,05 


o 

n/2 


b) jsinxdx = -• Jsinxdx; - cos b +1 = - • (0 +1); cos b = -; b = 0,927 


7.7 a) fx 2 dx = -• fx 2 dx, d.h. — = — oder 
J 2 J 3 3 

o o 

b = V32 = 3,17; Gerade: x = 3,17 


b) Die gesuchte Gerade schneidet den 
Graphen an der Stelle b; 

b 4 

Jx 2 dx + (4-b) • b 2 = - • Jx 2 dx, d.h. 


20 

y 

15 

10 

5 



zu a 


i 

T 




I 





8 



di 

111 




njb] 


i 

T 








Jm 



-y- + (4 - b) • b 2 = ^ oder b 3 - 6 b 2 + 16 = 0, kubische Gleichung für b 
gezieltes Probieren); Gerade: y = b 2 = 4 


b = 2 (etwa durch 


7.8 


i x. i 

Jlnxdx = Jlnxdx; Jlnxdx = [x-(lnx-!)][= l (ln 1 - 1 )-a(ln a- 1 ) = - l-a(lna- 1 ) < 0 ; 


4 

Jlnxdx = [x • (lnx-l)]f =21n 2 -1; damit: \-\ -a (ln a- 1)| = 1+ a (ln a- 1) = 21n 2 - 1 oder 
1 

a (ln a -1) = 2 (ln 2-1) a = 0,263 (etwa durch gezieltes Probieren) 

7.9 Obere Fläche und untere Fläche sind inhaltsgleich: 

b n/2 

Jcosxdx-b cosb = b cosb+ Jcosxdx; d.h. 

0 b 0.5- 

sin b - b-cos b = b-cos b +1 - sin b oder 2 -sin b = 1 + 2 b-cos b 
=> b = 1,202 (etwa durch gezieltes Probieren); 

Gerade: y = cos b = 0,360 _q 5 _l 



7.10 a) Schnittpunkt P: x 2 = V 16-x 2 oder x 4 = 16 -x 2 ; Subst.: u = x 2 
ergibt u 2 + u-16 = 0 => ui = 3,531 (U 2 = - 5,531 nicht möglich); 
x 2 = 3,531 =>x, = 1,879; x 2 =-1,879; y = xi 2 = 3,531; 

P(l,879/3,531); 

A= 2 - J (Vl6-x 2 -x 2 )dx; f(x) = Vl6-x 2 -x 2 ; 
o 

Keplerformel: A « 2 • ^ • (4 + 4 • 3,00544 + 0) = 10,03. 

6 

Genau auf 2 Nachkommastellen: 10,04 
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7.10 b) Schnittpunkt P: x 2 =--V 16-x 2 oder 16-x 4 = 144 - 9x , 

4 

Subst.: u = x 2 ergibt 16u 2 + 9u - 144 = 0 => Ui = 2,732 

(U 2 = - 2,732 nicht möglich); x 2 = 2,732 => Xi = 1,653; X 2 = -1,653 

y = xi 2 = 2,732; P(l,653/2,732); 

A - l f( 3 \\ c „2 „2^1 . „2 „2. 


A= 2- J ^--V16-x 2 -x 2 J dx; f(x) = - V 16 -x 2 -x 2 ; 

Keplerformel: A * 2 • ^ • (3 + 2,25216 + 0) = 6,62 
6 

7.11 ][». - 8. .(l- = lim8. Je-*/' dt = S„ • t 

o L ->0 ° 0 

7.12 a ) x(t) = — l/t 2 ; ^ TTJ 

A = Jy-xdt =-j|-dt = [ln tf = 0,693 3 —V- 

b) x(t>=2t; 1 

A= Jyxdt = 2- |t 4 dt = |-[t 5 {*=3917 V~^i 


-5-^72^,JD 1 2 3/^5 


z 

Jb) 




0 0.5 1 1.5 v 2 0 10 20 30 40 v 50 


•*/ * »v “■ 

7.13 x(t) =-a-sint; A = 4- Jy(t)-x(t)dt = -4 ab- Jsin 2 t dt =ab*7c; Integration Jsin 2 1 dt 

o o 

siehe Aufg. 6.31 a); negatives Vorzeichen des Integrals wie in Aufgabe 7.14 a) 


2 "j!!i im 

LUlÜ. 





”2 0 2 4 6 




Zu a) zu b) zu c) zu d) 

V 2 V2 15 

a) Jy • x dt = -15 • Jsin 2 1 dt =--, Integral negativ, weil die Integration (bei y > 0) von 

o o 4 

x = 5 bis x = 0; Integration Jsin 2 1 dt siehe Aufg. 6.31 a); A = 4 * |— 15rc/4| = 157i; 

2n 2n 

b) /y(t) • x(t)dt = J(l - cos t) 2 dt = 3 7i; Integral positiv, weil die Integration (bei y > 0) von 

o o 

x = 0 bis x = 27t; Integration Jcos 2 tdt siehe Aufg. 6.31 c); A = 37t 

n/2 n/2 n/2 

c) Jy(t) • x(t)dt = Jsin(2t) • cos t dt = J2 • sin t • cos 2 1 dt = -; Integral positiv, weil die Integration 

0 0 0 

2 8 

(bei y > 0) von x = 0bisx=l;A = 4 • y = j; Integration von t = 0 bis t = 27t würde 0 ergeben! 

n/2 n/2 n/2 

d) Jy(t) • x(t) dt = - Jsin(2t) • sin t dt = - J2 • sin 2 1 • cos t dt = —; Integral negativ, weil nun im 

0 0 0 

Gegensatz zu c) die Integration von x = 1 bis x = 0; A = 4 • |- 2/3| = 8/3; 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


ä/4 n/A %/A 

7.14 e) Jy(t) x(t)dt = Jsint-2cos(2t)dt = 2 J(2cos 2 t-l)sintdt = 
oo o 

= j • (V2-l); Integral positiv, weil Integration von x = 0 bis x = tc/4 ; 
71/2 2 

Jsin t • 2cos(2t)dt =-; Integral negativ, weil Integration von 

k/4 3 



x =7t/2 bis x =rc/4; A = 4- ^ • V2 - y • (V2 - 1) = ^, gleiches Ergebnis wie c) oder d) 


3K 

m 

■ 

■ 


WA 

m 

■ 


■ 

n 



m 

■ 

» 

m 

Ml 

KJ 

23 


m 

n 

El 

■ 


m 


■ 



m 

K 

■ 

■ 

n 

■ 

m 

B 


rj 

■ 

m 

B 

B 

kl 


m 

■ 


Ui 



a) f(x) = g(x) => x,=-l,x 2 =l; g(x) > f(x) in [-1,1 ], A = J(g(x)-f(x))dx = |(2-2x 2 )dx = * 

b) f(x) = g(x) => X| = 1,X 2 = 3;g(x)>f(x)in[1,3]; A= J(g(x)-f(x))dx = | 


c)x 3 -3x = x 2 -x oder x 3 -x 2 -2x = x(x 2 - x - 2) = 0 => xi = 0sowiex 2 = -1 undx 3 = 2 als 
Lösungen von x 2 + x - 2 = 0; f(x) > g(x) in [-1, 0], g(x) > f(x) in [0, 2]; 

J(f(x)-g(x))dx=-j|; |(g(x)-f(x))dx = |; A=y + | = y 



d) f(x) = g(x) ^ x, = -2, x 2 = 1; g(x) > f(x) in [-2,1], A = |(g(x) - f(x))dx = | 

-2 

e) f(x) = g(x) oder x 3 +2x 2 -8x = x (x 2 + 2x -8) = 0 => xi = 0 sowie x 2 = -4 und x 3 = 2 als 
Lösungen von x 2 + 2x -8 = 0; f(x) > g(x) in [-4, 0]; g(x) > f(x) in [0,2]; 

J(f(x)-g(x))dx = y; J(g(x)-f(x))dx=y; A= y + y = y 

-4 0 

f) f(x) = g(x) oder x 3 - x 2 - 2x = x (x 2 - x - 2) = 0 => Xi = 0 sowie x 2 = -1 und x 3 = 2 als 
Lösungen von x 2 - x - 2 = 0; f(x) > g(x) in [-1, 0], g(x) > f(x) in [0,2]; 

J(f(x) - g(x))dx = y; J(g(x) - f(x))dx = *; A=y + | = -y 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.16 sinx = cos x; Division durch cos x ergibt tanx =1 => xi = rc/4 
und X 2 = xi + 7i = 57i/4 als erste beiden positiven Schnittstellen; 

5tt/4 

f(x) > g(x) in [ 7i/4,57t/4 ]; j(sin x - cos x)dx = 2 • V2 



0.5 


-0.5 

-1 


3 


V 

) 


ZI 


\ 


/ 

0 

£9 /y\ 

2 


i * 5 

/x 


yw 

s 

~2 

r 


C) y 

0.5- 


-0.5 

-1 

n/2 


a) sin(2x) = 0 => 2x = 0 sowie n; damit x = 0 sowie n/2 = 1,57; A = jsin2xdx = 1 



/ 

\ 


/ 


\ 


o_ 

.5 

' \ 


/ 



KJ 


XX c x 

b) sin— =0 => — = 0 sowie n; damit x = 0 sowie 37t = 9,42; A = jsin—dx = 6 



d) sin x + cos x = 0 oder nach Division durch cos x: tanx = -1 => x = - — + 7i = — = 2,36 sowie 

4 4 


x=~ — + 2 ji = — =5,50; A = 
4 4 


= 2-4l 


ln/4 

J(sinx + cosx)dx 

3n/4 

e) sin x - 3-cos x = 0 oder nach Division durch cos x: tanx = 3 => x=l ,249 sowie 

4 , 391 

x = 1,249 + 71 = 4,391; A= J(sinx-3cosx)dx = 6,32 

1,249 

f) 2-sin(2x) + cos(2x) = 0 oder nach Division durch cos(2x): tan(2x) = -l/2 => 

2x = -0,464 + 7i = 2,678 sowie 2x = -0,464 + 27c = 5,820, damit x = 1,339 oder x = 2,910; 

| 2,910 

I = 2,24 


A = 


J(2 • sin 2x + cos 2x)dx 


| 1,339 

7.18 f(x) = |x 2 - 3x| = x 2 - 3x, wenn x 2 - 3x > 0; 

dagegen ist f(x) = |x 2 - 3x| = -(x 2 - 3x), wenn x 2 - 3x < 0; 
Nullstellen: x 2 - 3x = x (x-3) = 0 => xi = 0, X 2 = 3; 
x 2 - 3x < 0 für 0 < x < 3, außerhalb ist x 2 - 3x > 0 . 
Integrationsgrenzen: |x 2 - 3x| = x 2 - 3x = 4 oder 
x 2 - 3x - 4 = 0 => X 3 = -1, X 4 = 4; innerhalb der Integrations¬ 
grenzen ist g(x) = 4 > f(x). 

0 r / 3 P/ vi 4 - 


P 

r 

y 




IM 


\o 




1 





^-N 


/ 



x 



V 

/ 


■2 - 

\ 

1 

0 

1 

\ 

2 

L 

3 - 

r~~5 


A = f[4-(x 2 -3x) dx+f[4-(-x 2 +3x) dx+ f[4-(x 2 -3x) dx = — + — + — = —= 11,83 
* • • 6 2 6 6 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.19 


y’ = -4x + 4 => k, = y’(-l) = 8; k 2 = y’(3) = -8; 

P(-l/yp); y P = -2(-l) 2 + 4(-l) - 3 = -9; analog Q(3/-9); 
Tangente t P : -9 = 8*(-l) + d => d = -l; y = 8x - 1; 

Tangente tQ: y = -8x + 15; 

Schnittpunkt R der Tangenten: 8x - 1 = -8x + 15 
x = 1; R(l/7); 

A = jjjBx -1 - (- 2x 2 + 4x - 3)]dx + j[- 8x +15 - (- 2x 2 + 4x - 3 )] 




7.21 a) V x = 7t • J(x + 2) 2 dx = | • [(x + 2) 3 ] 0 = | • (125 - 8) = 397t 

o J J 

b) V y = 7t• J(y-2) 2 dy = f [(y-2) 3 ]j=| (27 - 0) = 97t 
2 J J 

7.22 a) Erzeugende liegt auf der Geraden y = f(x) durch P(0/r) und Q(h/R): 

r/ s R-r 2 (R-r) 2 -x 2 - R-r 2 

y = f(x) --x + r; y l = -- - -+ 2-r-x + r; 

h h z h 




x « R-r 2 j 

— + 2—— -r-x + r dx = 
h 


(R-r) 2 x 3 R-r 2 2 

--— +-r-x* +r 

3 h 2 h 


•xl =— (R 2 +Rr+r 2 ) 

Jo 3 


b) Erzeugende liegt auf der Geraden y = f(x) durch P(r/0) und Q(R/h): 

h r-h R-r 

J R-r R-r h 3 

2 (R-r) 2 -y 2 _ R-r , 2 

x = --^— + 2—-—r-y + r ; 

h h 

h rf(R-r) 2 -y 2 0 R-r 2 ") , . . x 

V v = 7 i- -- - — + 2-r-y + r dy = weiter wie a) 

y i[ h 2 h 


m j i 

ZU a) \: 

yf. r .. 


ZU b) Li r J x 
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7.25 a) 0,25-x 2 =1 => xi = -2; X 2 = 2; y' = —; Länge des Parabelbogens: 

s = 2-dl+—dx= J A /4+x 2 dx»-[2+4-V5+V8]=4,59; 

o ’ 4 0 ^ 

Gesamtumfang u = 4,49 + 4 = 8,59 



-3 - 2-1 0 1 


2 r 3 -| 2 I 

b) A = 2- j(l-0,25x 2 )dx = 2- x-— = - c) x 2 = 4y; V = n J4y dy = 2n 

0 L 12 Jo 3 0 


7.26 a)x 2 =^.(y 2 +25); V = ||-‘|(y 2 +25)dy = ^ = 293,2 

b) y = ±|-Vx 2 -4; |-Vx 2 -4 = 10 => x,= 2-V5 =4,472; 

f s 2-Vs _ ^ 

A = 2- 10-2-V5--- J \x 2 -4dx ; 



-6 -4 -2 0 2 4 X 6 


2-V 5 - ~ /T - 

f Vx 2 - 4 dx « V • [0 + 4 • 1,6894 + 2 • 2,544 + 4 • 3,295 + 4] = 5,979 

2 62 

A = 2^10-2-V5-| -5,979j = 59,5 (genauesErgebnis: 59,2) 

c) V_ _ 140jc^ _ 1?.. J^y 2 +25 )dy ; h 3 + 75 h - 875 = 0 => h = 7,03 (durch gezieltes Probieren) 
o 

rn y«-T5=° = -«•'S-«« y”L J I L I 


( Ji.üydx.J-- 

„ J V 90 2 90 


/90 2 +x 2 dx * 


1 60-V2 


[90 + 4-99,50 + 123,69] =96,1 m 


0 20 40 60 80 x 100 


b - b r -ib . 

7.28 y' = --(e x/a -e" x/a )=sinh—; s= |\ 1 + sinh 2 —dx = fcosh—dx = asinh— =asinh- 
2 v a 'V a J a [ a Jo a 


7-29 a) y 3 J 


0 1 2 3 4 5 6. 



a) x = r-(l-cost); y = r sint; s= j\/r 2 (1-cost) 2 +r 2 - sin 2 1 dt = r-V2• j^/l-cost dt = 

0 0 

2ff “ 2ff . r , -| 2« 

= r-V2- Jy2*sin 2 -dt = r-V2 • V2 • Jsin—dt = 2-r-|^-2cos-J =2r-[2 + 2]=8r 


b) x = -3a • cos 2 1 • sin t; y = 3a • sin 2 t • cos t; 

w/2 x/2 


r f r 1 "l * 7 fl 1" 

= 4-3a- J(sint-cost)dt = 6a- jsin(2t)dt = 6a- —cos(2t) = 6a- - + - =6a 

0 0 L 2 Jo L2 2J 









7.30 x = 30-25 cost; y = 25*sint; 

x 2 + y 2 = 900 -1500 • cos t + 625 • cos 2 1 + 625 • sin 2 1 = 

= 900-1500 cost + 625 cos 2 1 +625(1-cos 2 1) = 1525-1500-cost 

2n - n - 

= 25 (61 -60-cost); s= j\/x 2 + y 2 dt = 2- j\/x 2 +y 2 dt = 

0 0 

K 

= 2-5- fV61-60-cost dt« 10 — [l+ 4-4,31 +2-7,81 + 410,17 + 11] =223,9 cm (genau: 223,0) 
o 62 



7.31 y' = cosx; s = 2- Ja/i+cos 2 x dx«2-|y[l,414+4-1,361+2-1,225+4-1,071+1] = 3,82 


7.32 a) 

/~\y 

1 w 

V^. 'P4 

uo. VI 

h 

- 

1 -Ä.5 ) 


V 1 X / t H 

0 'x) 


\ f 

\ 1 


7 


vy.,j 

l V7 


VS 


a) x(t) = cost; y(t) = 2-cos(2t); s = 4- Jcos 2 (t) + 4• cos 2 (2t) dt ® 

0 

« 4 • • [2,236 + 4 • 0,689 + 2 • 0,707 + 4 • 1,465 + 2] = 9,56. Genau auf 2 Nachkommastellen: 9,43 

6-2 


b) x(t) = -2 sint; y(t) = 2 • cos(2t); s = 4-2 J<i/sin 2 (t) + cos 2 (2t) dt« 

o 

* 8-^^ • [1 + 4-0,804 + 2*0,707 + 4-1,163 + 1,414]= 12,25. Genau auf 2 Nachkommastellen: 12,19 
6-2 

*/2 - 

c) x(t) = 2 cost; y(t) =-3■ sin(t); s = 4 J^4*cos 2 (t) + 9-sin 2 (t) dt« 

o 

«4-^-[2 + 4-2,175 + 2-2,550 + 4-2,875 + 3]= 15,87 
6-2 


7.33 

7.34 


y = 0 => x u = ±20; y' = -—; s = —• JVx 2 +1600 dx * — • — • [40 + 4• 41,23 + 44,72] = 41,61 
40 40 ' 20 6 


40 


20 6 


a ) dA = ydx 


■(■iH 

A.jf-'x + .jdx-f 


dx (siehe Abbildung), 


b) Flächenelement für das rechtwinklige Dreieck OPQ (siehe 

2h 



Zu a) 


Abbildung): dA = ydx =-x dx; 

a-c 


r 2h a—c 

A, = [-x dx =-h; Flächenelement für die 

0 a ~ c 4 

rechteckige Teilfläche PRSQ: dA = h dx, 

(a+c)/2 

A 2 = Jhdx = hc;A = 2A l +A 2 = — h 

(a-c)/2 ^ 



Zub) 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.35 a) dy = % y 2 dz = n (r 2 - z 2 ) dz (siehe Abbildung); 
V={jt(r 2 -z 2 )dz = ^r 3 


b) dV =y 2 dz (siehe Abbildung); 

2. Strahlensatz: (h-z): h = y = a => y = 


1 r , A 1 b r j 1 [x 2 ! 1 b 2 b 

b) Lage des Rechtecks wie in der Abbildung; Funktion: y = b; 

x s = — • [xy dx = — • fxbdx = — • — = -; 

s A J J a h J ab L 2 Jo 2 


1 a f 2 1 1 a f u 2 1 b 2 r la b 1 

2Ä-j y dx = ä7h , J b dx = ^ Wo=T7 a ^ 


a) x s = 0 (aus Symmetriegründen); A = ^; da = 2x dy 


2. Strahlensatz 


h-y _ x 


. c (h-y). 


h c/2 2h ’ 

1 f j* 2 h f . . 4 h f c (h-y) , 

- Jy-dA-—-Jy—<1 

A 0 0 

h r rh x , 2 Tu y 2 y 3 ] h h 1 
Jy-(h-y)dy.j 3 -lh T - T -j-j 

0 L Jo 





__z 


a(h-z) 

=*• y= h : 

i 

h 


L 



/ d V 

müh az 




._a_J y 


" dA= bdx 


x dx 





y dA= ady 


dA y \ 


j-Va 2 -c 2 / 


b) Lage des Dreiecks wie in der Abbildung; xs = 0 wie in a); 

— -x + h für --£x<0 
Funktion y = •! c ,. 2 

-x + h für 0<x <- 

c 2 

1 c/ r 2 . 1 °f (2h A 2 . 1 ° ,2 t( 2h A 2 . 

2A -0/2 Ch -c^ C J C-h J{ C ) 

Integration durch Substitution: u = 2-h-x/c + h bzw. u = -2-h*x/c + h 


h h h ... 
— + — = — , wie ina 
6 6 3 


i 







3 3 3 

a) A= J(x-2) 2 dx = 3; x s =y Jx • (x - 2) 2 dx = 0,75; y s = ±. J(x-2) 4 dx = 1,1; S(0,75/l,l) 


3 3 3 

b) A= Jlnxdx = l,30; x s = —• fx lnxdx = 2,27; y s = —• f(lnx) 2 dx = 0,40; S(2,27/0,40) 

4 4 4 

c) A = JVx dx = ^; x s = • Jx 3 / 2 dx = 2,66; • • y s = ^• Jx dx = 0,80; S(2,66/0,80) 

d) y = -3x + 3; A = Jydx = 13,5; x s =^* Jxydx = -1; y s =^- Jy 2 dx = 3; S(-l/3); 


e) Hier - wie auch in f) - bildet y = 0 die obere und y = -(x 2 + 2)12 die untere Begrenzung. 

3 3 3 

A = Jydx =— ;x s =— Jx-(0-y)dx = 0,98;y s = — J(0 2 -y 2 )dx =-1,04; S(0,98/-l,04); 

3 3 3 

f) A= Jydx=y;x s =^-Jx -(O-y)dx = 1,95; y s =^. J(0 2 -y 2 )dx = -1,61; S(l,95/-l,6l) 

0.0 0 
n/2 n/2 n/2 

g) A= Jsinxdx=l; x s = Jxsinxdx=l; y s =-- Jsin 2 xdx = 0,39; S(l / 0,39 ) 

0 0 0 

3 1 3 1 3 

h) A= Jydx = 31,72; x s Jx ydx =1,67; Ys JV 2 dx = 5 ’ 61; S(l,67/5,6l) 



a) f(x) = x 2 , g(x) = —(x+1) 2 + 5; f(x) = g(x) => xi = -2 = a; x 2 = 1 = b; 

b 

g(x)... obere Begrenzung, f(x)... untere Begrenzung; A = J(g(x) - f(x))dx = 9; 

a 

1 b 1 b / \ 

Xs = Ä' 1 X ‘ " f ^ x ^ dx = -0,5 ’ ys = • /(g 2 ( x > - f2 Wjdx = 2 .5; S(- 0,5/2,5) 

a a 

—————— " “ — ‘ 125 





7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.39 b) f(x) = g(x) => xi = -0,540 = a; x 2 = 1,488 = b; x 3 = 2,618 = c; 

unteres Flächenstück: A! = j(e x -2x 2 )dx = 1,544; x sl = — • Jx-(e x -2x 2 )dx = 0,42; 


y sl =^ 7 |(e 2x -4x 4 )dx = 1,22; S,(0,42/l,22) 


c c 

oberes Flächenstück: A 2 = j(2x 2 - e x )dx = 0,486; x S2 = • Jx • (2x 2 - e x )dx = 2,09; 

b A 2 b 

y si = ~ Jf(4x 4 -e 2x )dx = 8,64; S 2 (2,09/8,64) 

2A 2 b 

b 

c) f(x)= -x 2 -2; g(x)= -0,5 x-5; f(x) = g(x) => xi=-l,5 = a; x 2 = 2 = b; A = J(f(x)-g(x))dx = 7,15; 

a 

x s =l.Jx [f(x)-g(x)]dx = 0,25; y s j(f 2 (x)-g 2 (x))dx =-3,9; S(0,25/-3,9) 

a a 

d) sinx = x 2 => xi = 0 = a;x 2 = 0,877 = b; A = j(sinx-x 2 )dx = 0,136; 

a 

x s =-i-* Jx -[sin x-x 2 ]dx = 0,44; y s = ^-* j(sin 2 x-x 4 )dx = 0,33 ; S(0,44/0,33) 

a a 

7.40 1 < x < 5: obere Begrenzung Gerade yi = 7x/4 + 1/4 durch A und C; 

untere Begrenzung Gerade y 2 = -x/8 + 17/8 durch A und B, 

5 < x < 9: obere Begrenzung Gerade y 3 = -2x+19 durch C und B; untere Begrenzung Gerade y 2 . 

59 i [ 5 9 

A= J( y i- y 2 )dx+ J( y 3 - y 2 )dx = 15 + 15 = 30; x s = — • Jx(y,-y 2 )dx+Jx(y 3 -y 2 )dx = 
15 A Ll 5 

r 5 9 

J(y 2 -y 2 )dx+J(y 2 -y 2 )dx 


= — •[55+951=5; y s = — 
30 1 1 s 2A 


= i- [l25 + 115]=4; S(5/4); 
6Ü 


Kontrolle: Xe = 


1 + 9+5 


= 5; x s = 


2 + 1+9 


= 4 


7.41 a) Gerade durch die Punkte (-3/0) und (4/5) als obere Begrenzung: yi = 5x/7 +15/7; Gerade durch 
die Punkte (—3/—2) und (4/-2) als untere Begrenzung: y 2 = -2; 

A = 7-2 + -^=-y=3 1,5 (Rechteck und Dreieck); x s = • Jx • (-y 1 + y- - (-2)Jdx = ~ = 1,15; 


-3L V 

4+6 


dx = ^ = 0,48; S(l,15/0,48) 


b) A = 4-4 + ~ y ~ • 2 = 26 (Quadrat und Trapez); xs = 4 aus Symmetriegründen; 
obere Begrenzung: y = 6 für 1 < x < 7; 

untere Begrenzung: y = -2x + 8 fürl<x<2, y = 0für2<x<6, y = 2x-8 für 6 < x < 7; 
• J(ö 2 - (-2x + 8) 2 )dx + J(ö 2 - 0 2 )dx + J(ö 2 - (2x - 8) 2 )dx = 3,18; S(4/3,l8) 


y s = 
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7.41 c) Ermittlung auch durch Zerlegung in Teilflächen, etwa wie folgt: 
A, = y; A 2 =15;A 3 =18; A = A, + A 2 +A 3 = y; 

S 2 (x 2 /y 2 ) = S 2 (y/|); S 3 (xj/y 3 ) = Sj(y/o); 

_ x, A|+x 2 A 2 +x 3 A 3 _ 46 _ 05 -, _ yi-A|+y 2 -A 2 +) 

s A 81 ’ ’ ys A 

d) Ermittlung auch durch Zerlegung in Teilflächen, etwa wie folgt: 
Ai = 8 ; A 2 = 16; A 3 = 16; A = Ai + A 2 + A 3 — 40; 

s,(x 1 /y 1 )=s 1 (^/^)=s 1 (^/i); 

S 2 (x 2 /y 2 )=S 2 f-2/-2l; 


= -£ = -0,37 


s 3 (x 3 /y 3 )=s 3 (5±5±l/o]=s 3 Q/o]; 

x s = x,-A, + x 2a A 2+ X3-A 3 = __| = _ 0>S3; ys 


_ yrAi+y 2 -A2+y 3 -A3 _ 8 _ 


7.42 a) A = ^ (3600-3136)=116 ti; r m =^ = 58; 

Flächenelement dA = (R - r)-r m -da = 232-da; P ist sein Schwerpunkt; 
dM y = r m -cosa-dA = 13456-cosa-da; 
dM x = r m -sina-dA = 13456-sina-da; 

• “hx, >3456 V f , 
x s = —• dM v =——— cosada = 36,9mm; 

A J y \\6n i 


yf '7 d “ 




_dA 

>sa / r m sina) 


.tkk _p 

J 

I , 

i 

1 

' X 


\ rm V / 


y s = — • [dM x = ^56 f s j n a • d a = 36,9 rrtm; S(36,9 mm/36,9 mm) ^ 

A J 116 7t * 

a, 0 

b) A = — • (3600 - 3025) = 1354,81; r m = = 57,5; dA = (R - r) r m da = 287,5da; 

4 2 

dM y = r m -cosa-dA = 16531,25 cosa da; 

x s = • }dM y = ' Jcosa*da =-12,2mm; ys = xs; (-12,2 mm/-12,2 mm) 


• 2653U25. 

y 1354,81 


c) A = ^ • (4900 - 4225) = 1069,29; r m = pp = 67,5; dA = (R - r)-r m -da = 337,5-da; 


xs = 0 mm aus Symmetreigriinden; dM x = r m -sina-dA = 22781,25-sina-da; 
1 “?• 22781 25 

ys = Ä ’ i dMx = 1060 29 8i ' J sin a ■ d a = 43>0 mm; s (° mm/43 ,0 mm) 


A 

• Jsina-da = 43,0mm; S(0 mm/43,0 mm) 


7.43 a)r = 45;A= (l/8) nr 2 ; 

JA _ 1 -2 J -- /T?1u J_ 


dA = ^ -r^da (Flächeninhalt eines Kreissektors = Bogen r-da mal Radius gebrochen durch 2); 

2 

dMy = Abstand des Schwerpunktes von dA von der y-Achse mal dA = - -r-cos a-dA; 

2 

dM x = Abstand des Schwerpunktes von dA von der x-Achse mal dA = - -r-sin a-dA; 


127 




7 Anwendungen der Integralrechnung 


x s = —• fdM = ——y f-r cosa-r 2 da = — [sina]^ 4 = • r = 27,0 mm; 

A J y nr 2 i 3 2 3tü 1 J0 3tc 

a, 0 

1 “hx, 8 2 . 1 2 , 8r r i„/4 4-(2-Vä) ... 

= —• dM =—r- I—-rsina-—r da =—-cosaL/ =—*- z -r = 11,2 

A J 1 ,r 2 3 2 3 jt 1 J0 3)t 


y s = T -JdM x =— J- rsina -r da = — l-cosaj 0 ' =— 1 ——' r = ll,2 mm 
o, nT o 

oder kürzer: tan 22,5° = ys/xs (aus Symmetriegründen) => ys = 11,2 mm; S(27,0 mm/11,2 mm) 

b) r = 50; A = - • n • r 2 ; dA = — -i^-da; dM y = - -r-cos a-dA; dM x = - -r-sin a-dA; 

'*8 2 y 3 3 

1 “hx* 8 3 ?2 1 2 , 8r r. i3x/4 4-V2 ... 

x s = — • JdM y = —-j J- rcosa -r da = —-[sina],,' = ——r = 10,0mm; 


3^ r " 0 J 3 


1 °Lx^ 8 1 2, 8r r 13x/4 4 -fe+Vi) .. . 

Ve =— |dM x =-z- - r sina - r da = —-cosa L ' =—*- l r = 24,2mm 

s A 3 x 3itr 2 3 3 2 9 ti 1 J0 9* 

a, ü 

oder kürzer: tan 67,5° = ys/xs (aus Symmetriegründen) => ys = 24,2mm; S(10,0 mm/24,2 mm) 
c) ys = 0 aus Symmetriegründen; A = (5/6)- n r 2 ; weiter wie a) oder b); 

a 2 ^ 1 ln/6 

x s = — fdM =-— • f -rcosa-r 2 da = — [sina] 11 ,^ 6 =-r = -5,7 mm; 

s A J y Wr 2 J 3 2 5 tc 1 J */ 6 5tt 


57er 

S(-5,7 mm/0 mm) 

7.44 Kreis mit dem Radius r = 4; xs = 0 aus Symmetriegründen; 
cos ot = 2/4 => a = 60°; daher ist die Segmentfläche 

A = -*7tr 2 - —->/3 =9,83; 

3 4 

Obere Kreislinie y = Vl6-x 2 =2 => x 2 = 12 oder x\=-2-yß 
sowie X 2 = 2 • V3 ; obere Begrenzung durch die Kreislinie, untere "P 
Begrenzung durch die Gerade y = 2: 

y s = — ■ 2 |(16-x 2 )-2 2 ]dx = ^-- 2 jj(16-x 2 )-2 2 ]dx = 2,82; S(0/2,82) 

-2 -h 0 

7.45 Siehe Abb.; y = — • x ; ys = 0; Zs = 0; dV = rc-y^dx; V = - • rc ■ r 2 • h; 


J 


1 


7 ' 


L 

t i3 4 '0 


K 


x s = — • fx-dV = —• fx-rcy 2 dx = —• fx-rc f— -xl 
s v J irr 2 h 3 7 Jtr 2 h 3 U J 


dx = 


Jx*dx. ; 


= - • h = 7,5 cm; S(7,5 cm/0 cm/0 cm) 
4 



7.46 x 2 = — • (y 2 + lö); xs = 0 und zs = 0 aus Symmetriegründen; 
16 

V = ?ijx 2 dy = ^- j(y 2 + löjdy = — 77 ~ = 87,94; 


dV = 7i-x 2 - dx = Y^-(y 2 +16)-dy ; 


5 4 

ys=|- |y dV= v'TT }(y 3 + 16 y) d y= 2 > 05 ; s ( 0/2 .° 5/0 ) 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.47 y 2 =y-(x 2 +9); ys = 0 undzs = 0 aus Symmetriegründen; NSVs \^ 

V = * jy 2 dx = ^ • j(x 2 +9)dx = ^ = 521,3 R> 

dV = 7 t-y 2 -dx = —|p(x 2 + 9)-dx ; ^ 

x s = — • fx dV=- — • f(x 3 +9x).dx = -^* —{—+ —1 =0,81; S(0,81/0/0) 

s V J V 9 J v 1 4480-tc 9 4 2 


7.48 2 2 = 8 -y => yi = 0,5; y 2 = - 0,5; P(2/0,5); x s = z s = 0; 
1/2 1/2 

V = 7t- fx 2 -dy = 8-7t- fy-dy = 7t; dV = 7t-x 2 -dy = 87^ 


Jx 2 -dy = 8-7t- Jy-dy = 7t; dV = 7t-x 2 -dy = 87t-y-dy; 

\ 

^-*1 

fl c 

0 0 

1/2 .1/2 ... 

«y U 



ys = v' f ydv =v' 8 ' 71 ' fy 2 - d y = j’ sf 0 ^ 0 ) 

0 0 ^ ' 

7.49 ys = zs = 0 aus Symmetriegründen; 

4 4 

V = 7 t Jy 2 dx = 87 t • Jxdx = 647t = 201 , 1 ; dV = 7 t-y 2 -dx = 87 t x-dx; 
0 0 

4 4 . . 

Xs =^’ Jx-dV =A-8w- Jx 2 -dx = 8 ; sf 8 /0/0j 


7.50 A = —; Flächenschwerpunkt: Obere Begrenzung y = -r-x/h + r; 


-3 -2-1 01 



=—■ V-— 

1 2A A h 


x + rl dx = —= — oder dieses Ergebnis 
J 2-h-r 3 3 



aus Beispiel 7.13, Lehrbuch Seite 252; 

V = A- 2 - 7 i-y s = —• 2 - 7 t - = --r 2 h = 2094cm 3 «2,l dm 3 
s 2 3 3 

7.51 a) f(3) = 3 2 = 9; obere Begrenzung: yi = 9; untere Begrenzung: y 2 = x 2 ; 



A = j(9 - x 2 )• dx = 1 8; x s =l-Jx-( yi -y 2 )-dx= \_ 10 - / 

0 3 0 \ 5-^/1 

= l.|x-(9-x 2 ).dx = |; V = A-2-ji-x s =18-2-ä-^ = 127,2 ^ [ 

X 

4 4 4 

b) A = J(x + 2)dx = 16; x s = • Jx • y dx = • Jx • (x + 2) dx = y; V = A-27t-xs = 234,6 

0 0 0 

2 1 2 1 2 

c) A= Je x dx = e 2 -1 = 6,39; x s = — • Jx-ydx =-Jx-e x dx = 1,31; V = A-27t-xs = 52,71 

0 0 ’ 0 
n/2 j ä/2 j ä/2 

d) A= Jsinxdx = l; x s = —• Jx -ydx = -• Jx-sinxdx = l; V = A-27t-xs = 27t 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


Zu 7.52 



Zu 7.53 
S(x s /y s L^ 



7.52 Siehe Abbildung; A = rh; xs = - • r; V = A-2 tc xs = r h-27t- i • r = n-r^-h 

7.53 Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt, ys = r/ 2 , M = 27cys-s = tct-s = 7 ir- Vh 2 + r 2 

7.54 Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt; ys = xs aus Symmetriegründen; bei der Rotation des 

n . T 

Viertelkreisbogens der Länge — um die y-Achse wird eine Halbkugelfläche mit dem Inhalt 

A = 2n-r 2 erzeugt: 2rc-xs — = 271-r 2 => xs = — 

2 7C 

7.55 Berechnung als Differenz der Trägheitsmomente zweier Vollzylinder mit der Höhe jeweils h; ihre 
Radien sind t x bzw. r a , ihre Massen sind mj = p hjcr 2 bzw. m a = p • hrcr 2 : 

1 = | m a r » ~ m i r i 2 =| p h«r, 4 -^-p hTcrj 4 =| p hjt (r a 4 - rj 4 )= 

= ip-hjt(r a 2 -r i 2 )-(r a 2 +r i 2 )=i(m a -m i )(r a 2 +rf)=im-(r a 2 +ii 2 ),m = m a -m i 
Lösungsvariante : dV = 27ir h dr (siehe Beispiel .19, Lehrbuch Seite 160 unten); 

I = pjr 2 -23fr-hdr = 2 pjthJr 3 dr = ^^(r a 4 -r i 4 )=pjth-(r 2 -ri 2 )-! 2 ^_ = m-^- 


7.56 Berechnung als Differenz der Trägheitsmomente zweier Vollkugeln; ihre Radien sind Ti bzw. r a , 
ihre Massen sind m i =p~r i 3 bzw. m a =p~r a ; I = y-m a -r 2 _ y' m i = 

= 2 4* 5 _2 4k s _ 2 4it / 3 _ j\ r|-r , 5 _ 2 r’-rj 5 

5 P 3 r> 5 P 3 5 p 3 * v* fi J' r 3_ r 3 5 r^-r- 3 

1 1 -J 

7.57 Satz von Steiner: I s =- mR 2 ; I = I s +ma 2 ; a = R; I = -mR 2 +m-R 2 =-m-R 2 

7.58 Satz von Steiner: I s =- m R 2 ; I = I s +m-a 2 ; a = R; I = - m R 2 +m-R 2 =- m R 2 


Zu 7.59 y 



Zu 7.60 


( 

Ix 





•_b- 
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7.59 Siehe Abbildung auf voriger Seite; Zerlegung des Kegels in Zylinderscheiben der Höhe dx und 
dem Radius y als Volumselemente; dV = Tt-y 2 dx; eine solche Zylinderscheibe besitzt die Masse 

dm = p dV und das Massenträgheitsmoment dl = - y 2 dm = - y 2 • p dV = - n p y 4 dx; y = {-x ; 


T 1 f 4 , 1 R 4 h 5 3 1 d 2, D 2 3 d 2 v 1 

I = — 7ip y dx = -7tp•—-- — p*-7cR h-R = — m R , mKegelmasse 

2 l 2 y h 4 5 10 K 3 10 & 


2 2 * 
3_ 

10 * 


7.60 Siehe Abbildung; Vorgangsweise analog wie in Aufgabe 7.59: dV = rc-y 2 dx; dl = ^ y 2 dm = 

= ^y 2, pdV = ^7ipy 4 dx; y = r + ~^~ x i Kegelstumpfinasse m = p• y • h• (r 2 + R • r + r 2 )= 

n , R 3 -r 3 * 1 h r 4 , 1 V R-r V, c , R-r du R-r 

=p T h -R=r ; I= 2 np f 2 Äp il r+_ h _x J dx; Subst u=r+ ir x; ^=nr ; 

r *-i h 

, h , r 1 e 4 h , 1 h 1 ( R-r Y 1 h / d5 5 \ 

dx =-du; I = — Tip• u-du =-7ip--■ r +-x = — no -IR -r 1= 

R-r 2 K J R-r 2 F R-r 5 i h ) 10 P R-r v } 


Ergebnis auch als Differenz der Massen- 


3 Jt , (R 3 -r 3 ) R 5 -r 5 3 R s -r 5 

= —p — h • - 1 •-= —m-. 

10 3 R-r r 3 _ r 3 10 R 3 -r 3 trägheitsmomente zweier Drehkegel. 

1 


7.61 dV = rc-y^dx; dm = p-dV = p-rc-y^dx; y = --x 2 ; 


dl = y y 2 dm = y p-rcy 4 dx; 


I = — ■ 7 i • p • — • fx 8 dx =—-— 7c-p [x 9 ]o = 81_92 Ä 2860 p 
2 16 J 32-9 L J0 9 


7.62 dV = rc-y^dx; dm = p dV = p-rc-y^dx; y 2 = ^-(a 2 -x 2 ); 


dl= - y 2 dm = -p;iy 4 dx; 
2 J 2 y J 


I = j(a 2 -x 2 ) 2 dx = ^ ji p-2~ J(a 2 -x 2 ) 2 dx = 


2 a 
k4 r 



7 63 h 

a) Obere Begrenzung der Dreiecksfläche: y = h-x ; 

b 

dl x =l.y 3 dx; I b =I x = J o b i.y 3 dx = l.J o b (h-^ x ] dx = 
b*h 3 

= -jy, Integration durch Substitution u = h - h-x/b. 

Lösungsvariante : Wie in Beispiel 7.24, Lehrbuch Seite 265 

b) Satz von Steiner: Is = Ib - A a 2 ; A = —; a = —; I s = —-=- 

2 3 s 12 2 9 36 

c) S. v. Steiner: Abstand Achse durch B von S: a = - • h; Iß = Is+ A-a 2 = + — • f—1 = 

3 36 2 l 3 ) 4 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


u 3 

7.64 Trägheitsmoment des Dreiecks ADC: I, = -y—; 

v-h 3 

Trägheitsmoment des Dreiecks DBC: I 2 = ——; 

1 = 1 +1 _ u h 3 vh 3 (+v) h 3 _ g h 3 
1 2 3 3 3 3 

7.65 Das gesamte Trägheitsmoment ist das Vierfache der Summe der 
Trägheitsmomente des Trapezes ASEB sowie des Dreiecks ECB 
bezüglich der x-Achse. 

a = 62,5°; u = a-sin a = 0,9239 a; v = acos a = 0,3827-a; 

Obere Begrenzung der Trapezfläche:Gerade durch A(0/u+v) und 

B(u/u), y, =-— x + u + v = -0,4142-x + 1,3066 a; 
u 

Obere Begenzung der Dreiecksfläche: Gerade durch B(u/u) und 
C(u+v/0), y 2 = -— x + U ^ u+v ^ =-2,414-x + 3,154-a; 



1 = 4 


r u u+v \ 

• y \ dx + | i • y 2 dx = 4 • (o,440 • a 4 + 0,025 • a 4 )= 1,86 • a 4 ? Integr. durch Substitution. 

\0 u ) 


7.66 A = j\/3-x dx = 2 • V3 (Integration durch Substitution u = 3 - x); 


tc = — • fx • y dx = —• fx• V3-x dx ; Substitution u = V3-x , ^ =- tL= = ——; 

S A J 2-V3 dx 2-V3-X 2u 


dx = -2 u du; u = V3-x => x = 3 - u 2 ; Grenzen: x = 0 => u = V3,x = 3=>u = 0; 

12V3 


, ‘ s -dß'] <3 - ul)u ' < - 2u,du -di{!'“ i - 2u, ]l-i7T' 


0- 


7J 


= _ = 1 2* 
5 ’’ 


7.67 

7.68 


y s = — • Jy 2 dx = —• J(3- x)dx = =0,65; I x = -• -s/3 , I y = — • V3 nach Beispiel 7.25; 

2A j 2-2-V3 q 8 5 35 

S. v. Steiner: Isx=|*V3-2-=0,62; I Sy = V3 - 2-V3.^|j =2,14 
y = Vr 2 -x 2 ; I x = J^-y 3 dx = 2y-|( r 2 -x 2 ) 2/3 dx = |-R 4 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


i i a 2 128 8 (6 

sx x ys 21 j-L 


= 0,40 


= 2 , 26 ; I Sy =I y - A .xHf-f(f) = ( 

b) A = pdx=^;x s =I.;x.ydx=l.jx 3 / 2 dx = f;y s =^-.jy 2 dx = A.; x . dx = 3; 

Ix =J- y 3 dx = - Jx 3/2 dx = —= 4,27; I y = Jx 2 y dx =jx 5/2 dx = —= 36,57; 
o3 3 o o o 7 

T T A 2 64 16 ( 3} 2 rn , , A 2 256 8 (\2\ 2 ... 

I S x =Ix-A-y s =yy^J =127; I Sy =I y -A-x s = — --|yj =5,85 

c) A= fe x ^ 2 dx = 3,4366; x s = — ■ fx-ydx =—--f x-e^ 2 dx = 1,1604; 

J A a 3,4366 o 




I x = /--y 3 dx = -• f e 3x/2 dx = 4,24; I y = /x 2 y dx = J x 2 • e x/2 dx = 5,75 

0 3 ^ o 0 0 

I Sx = I x - A • y 2 = 1,27 ; I Sy = I y - A • x 2 = 1,09 

1 1 1 1 1 1 

d) A = f -dx = 0,6931; x s = — • fx - y dx --fx e X/ ^ 2 dx = 0,4427; 

' *x 4 -i s a J J n6<ni J 


y s : 


0 

2A 

l 


°> 6931 

1 1 1 i 

fy 2 dx =-f--dx = 0,3607; 

y 2 0.6931 Jruv'i 2 


2 0,6931 q (1+x) 2 

I x = f- • y 3 dx = - • f— 1 — r dx = -; I = f-^— dx = ff—+x-lldx = 0,19; 
x h y 3 J(x+1) 3 8 J y Jx + 1 Ax+1 J 


I Sx = I x - A• y 2 = 0,035; I Sy = I y - A• x 2 = 0,057 
7.69 Q'W = -q 0 ; Q( x ) = - jq(x)dx = -q 0 • x + Cj; 


M b = jQ(x)dx = -q 0 ~- + C 1 x + C 2 ; 


y*(x) = ——= ——- 
J w EI EI 


( 


-q 0 *-y + ( V x + C 2 


) 



y'(x) = —— 
3 w EI 


-q 0 • —+Cj • — + C 2 x + C 3 


5mm l q/(ED = 0,006 m- 


C 3 =0; 


j; y'(0) = 0 

y(x) = _ E7(" q °‘iT +c, ‘T +C2 'T +C4 ) ; y(0) = 0 ^ C4=0; 

f x 4 x 3 x 2> ) , 1 f x 3 x 2 

[ M0 24 1 6 2 2 )' ’ EI ^ M0 6 1 2 2 J 


y(x) = —— 
9 El 


4 m 


XU—2j(-q,4* c '4* c “ t)-°’ y<L) ""'iT(” qo 'T +C| "y +Cl ' L )“° od " 

4LC,+12C 2 =q 0 L 2 , 3L-C, + 6C 2 = q 0 ■ L 2 => C,=^, C 2 =-^^; 


133 



7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.70 Q'00 = -qo ; Q( x ) = - Jq(x) dx = -q 0 • x + C,; 0 

2 10 cm-- 

M b (x)= jQ(x)dx = -q 0 —+ C,x + C 2 ; y 


q/(EQ = 0 J006 rrr 3 


Q(0) = q 0 L => C, = q 0 • L ; M b (x) =-q„ • —+ q„ • L • x + C 2 ; 
M b (L) = -q 0 '~~ + q 0 • L 2 + C 2 => C 2 =-^-tl; 


M b (x) = -q 0 — +q 0 L-x-^- L" = q 0 • - — +Lx 


M b _ q 0 [ x 


EI Eil 2 


y "(x) = — ——~-Lx + — ; y'(x) = --L — +— x + C 3 

* ,v/ r>¥ r i I ’ J \ / r t I £ o o ■» 


qofx } , x 2 L 2 


El 6 2 2 


y(x)= eV(|t _l 'T +l2 'T‘ +C5 ' x + C4 ) : y(0) = 0 ^ C4=0; y,(0) = 0 =* c ^ =0; 

y(x) = -^-f—-L — +L 2 •—1= q ° (x 4 - 4 L • x 3 +6L 2 x 2 ) 

EI 24 6 4 24 EI V ’ 


7.71 Q'00 = -qo ; Q(x) = - Jq(x) dx = -q 0 • x + C,; jo 

M b (x)= jQ(x)dx = -q 0 ~ + C,-x+C 2 y 


y q/(EI) = 0,006 rrr 3 


M b (L) = 0 = -q 0 y + C 1 L + C 2 => C 2 =^L-C,L; M b (x) = -q 0 y + C, x + ^-C.L; 
... M„ 1 ( x 2 „ q n L 2 „ „ 'i 


EI EI 


y'(x) = --f =—• q 0 --C,x-^- + C 1 L ; 


y'(x)=—• q 0 — -c 


x 2 q 0 L 2 
’ 2 2 


x + C 1 L x + C 3 ; y'(0) = 0 C 3 =0; 


y(x) =—-[q 0 —-C, ——+ C,L—+C 4 ]; y(0) = 0 => C 4 =0; 
yw EI 24 1 6 2 2 1 2 4 J 2 4 

1 f x 4 x 3 q 0 L 2 2 n i x 2 l 

y(x) --q 0 -C,-—-x +C,L— ; 

y W EI 1^° 24 1 6 4 1 2 J 

y(L) = 0 = —i— (q 0 L 4 -4C 1 L 3 -6q 0 L 4 +12C 1 L 3 ]:L 3 ; 0 = -5q 0 L + 8C, =* C, =^; 


q x 4_HLL x 3 + 3qoL x2 -q«_ 

0 2 2 48 E 


•(2x 4 -5Lx 3 +3L 2 x 2 ) 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 



y(L) = 0 = -32- fq 0 -—-q 0 ~+ C,-l 1 oder =0 c = 7q ° L3 ; 

' rrx ~ U A A ” U S 1 AA Z- * * ZTA ’ 


y( x ) = 


qo 


6EI 

f v 5 


20 


20 


60 


6EI 


r 3 'N 


_£_ _L 3 1V_ 
20L 6 X + 60 ’ X 


q 0 f3 s 

360 EI U 


lOL x 3 +7L 3 x 


b) Q(X) =-^-~ + C, ; M b (x) = -^ x 3 +C 1 x + C 2 ; M b (0)=0 => C 2 = 0 ; 

L 2 o L 

M„(L)=0 = -^-L 2 +C 1 L => C,=H±ii; M b (x) = -|f- x 2 +^ x = -^- 
o 6 6 L 6 6 

-} ,1w "5?h{fr" l -T* c ’] i 

= —L- — + C, x + C. ]; y(0) = 0 => C 4 =0; 

6EI ^20 L 6 5 4 J ’ 4 




y(x) 


y(L) = o 


= 0 = 


6EI 20 6 


+ C ’ L I^ C,=^L 2 ; 


y(x) = _a^.fjsl_li. x 3 + iii. x ]— ai_.fl. 

6EI ^20 L 6 60 J 360 EI U 


x 5 - 10L ■ x 3 +7L- 


7 - 73 q(x) = (q 2 -qi)~+qi; 

Q(x)=-(q 2 -qi)~-qi x+c,; 

Q(x) = 0 => Ci = 0; 

M b (x) = -^^- x 3 -^- x 2 +C 2 ; M b (0) = 0 => C 2 =0; 
6L 2 



4 m 


L=4m 

qi /(EI) = 0,006 m-3, cfe = 2 qi 


M b (x) = -3lZSL. x 3_q.. x 2 ; , = _Mb(x) = J_ 

b 6L 2 EI EI 


52ZSL. X 3 + SL. X 2 
6L 2 


> '-ir( f iir’ , ‘ + ^ x T C!l y ‘ <L) '° = Cj — (3,1+q2); 

y(x) =—• fSlZSl. x 5 +iL. x 4 • (3q, + q 2 )• x + C 4 
n ' EI ^ 120L 24 24 V 41 42/ 4 

T 4 

y(0) = 0 => C 4 = —-(llq, + 4q 2 ); 

J 4 120-EI 


y(x) = — 
' EI 


q 2 -qi s , qi 4 3q 1 -hq 2 L 3 llqi+4q 2 L 4 
120L 24 24 120 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 



7.75 


Rechnung mit T = 2 ms (Periodenwert ist ohne Bedeutung für das Ergebnis). 



b) u(t) = ü• t für 0<t< 1; u(t) = 2ü-ü t für l<t<2; 
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7.76 a)u(t) = y-t für 0 < t < T/4; u(t) = 0 für T/4 < t < T; 

i T / 4 „* 

— - 1 f 4u u 

u = u = —• —t dt = —; 

T j t « 


fl T/ ff4ü V 


ll T/ <?: 


1 f4üV T 3 ü 




y t JU J |TlTj J VtUJ 192 V12 

b) u(t) = ü -sin(cDt) für 0 < t < T/2; u(t) = 0 für T/2 < t < T; © = 27t/T; 

_ _ j t/2 i r i i t/ 2 i T ü 

u = I u I = —• (u-sin(cüt)dt = — ü--cos(©-t) = —-ü-f-cos7c + ll = —; 

1 1 T J T L “ Jo T 2jt 7t 

H t/ 2 r iy2 

U = A|t sin 2 (©t)dt =J — -ü 2 Jsin 2 (co-1)dt ; Jsin 2 (©t)dt = J-(l - cos(2©t))dt = 
i • (I 1 <U - jcos(2cot) d t)= | • ft - • sin(2ct>t)l +c = ^' f 1 ~ T“' sinf^ • tV) + C; 


T/ f- 2/ A/1t 1 [. T . (4JI VT 72 1 T T Ti fl ~2 T u 

J V ' 2 L 4ti {T )\ 0 2 2 4 VT 4 2 

7.77 Rechnung unter Weglassung der Einheiten 

a) u(t) = 5 für 0 < t < 1 ; u(t) = -2 für 1 <t<3;T = 3; 

ü = J5dt+ /(- 2 )dt ={v; 

3 Lo i J 3 

_ . [1 3 1 I [1 3 1 

|u| = t* J5dt+j|-2|dt =3V; u= i- J5 2 dt+ J(-2) 2 dt =Vh*3,32V 
3 Lo i J r Lo i 

b) u(t) = 2(t -1) für 0 < t < 3; u(t) = 4 für3<t<4;T = 4; 


u = —• 2- J(t — l)dt + 4 - Jdt =- V; 

4 V o 3 ) 

juf = — • f 2 • jjt - l|dt + 4 • Jdtl = - • 2- J(l-t)dt + 2- J(t — 1) dt + 4• Jdt) = -V; 


i 3 4 fi- 

U= —• J(2 • (t- 1)) 2 dt + J4 2 dt =J- [l2 + 16] = V7*2,65 V 
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7 Anwendungen der Integralrechnung 


7.78 Rechnung unter Weglassung der Einheiten 

a) u(t) = t für 0 < t < 4; u(t) = 8 -1 für 4 < t < 12; u(t) = t — 16 für 12 < t <20; T = 16; 

T4 12 16 

jtdt+ J(8-t)dt+ J(t-16)dt =0 V; 


— 1 
u = — 
16 


I U I=I6' 


12 

15 


|t|dt+ |8-t|dt+ J]t-16|dt =^- Jtdt+ J(8-t)dt+ J(t-8)dt+ J(16-t)dt 


U = 


H \t ID 

jt 2 dt + J(8-t) 2 dt+ J(t — 16) 2 dt 


V3 


b) u(t) = 25-sin(cDt) = 25 • sin • t j = 25 • sin • t j; T = 10 (die Periode für die Sinuslinie 

zwischen t = 0 und t = 10 hat jedoch den Wert 20); 

u = IuI = — • f25-sinf—tldt; Substitution a = co-t = — t,a' = —= — => dt = — • da; 

11 10 J U0 J 10 dt 10 it 

Grenzen: t = 0 => a = — 0 = 0;t=10 => a = — • 10 = 7c. 

10 10 

10 r. f 71 V \ . 10. 10 r ln 10 r a1 20 

sin —t dt= sina—dt = —-cosa n =—-costi + cosO = —; 

| llO j ] * TU L J ° 7C L J 7C 

V = UiT = —-25 —= --25 = —-a = 15,9 V; 

1 1 10 71 71 71 


ir 11 • flO 1 25 2 } . 2 10 . 1 25 2 10 "f • 2 . . 

U =— 25-sin —t dt =-sin a- — da = J-sin ada; 

V 10 0 J V U JJ \ 10 o 71 \ 10 n o 

Jsin 2 a da = ■ (l - cos(2a)da = • (l - cos(2a)da = ^ T a “ ^ * sin(2ci)~j = ^ 

ft ft n L J 0 


2 V 



8 Grundprobleme der numerischen Mathematik 


8 Grundprobleme der numerischen Mathematik 


8.1 


8.2 


Nein, wenn die Frage allgemein gestellt ist. Ein Computer kann nur Zahlen, die mit “seinen” 
Maschinenzahlen zusammenfallen, exakt darstellen. Dies sind nur endlich viele Zahlen. Die 
übrigen Zahlen, und das sind unendlich viele Zahlen, können nicht exakt dargestellt werden. 

Hier ist wesentlich, dass der Rechner numerisch und nicht, wenn das möglich ist, symbolisch 
rechnet. Übliche Taschenrechner wie auch Excel rechnen numerisch. Mit dem Voyage 200 (oder 
dem TI 89) kann auch symbolisch gerechnet werden. In letzterem Fall muss bei diesen und den 
folgenden Aufgaben sichergestellt werden, dass der Rechner numerisch arbeitet. Dies erfolgt etwa 
dadurch, dass mindestens eine der eingegebenen Zahlen als Kommazahl eingegeben wird. 

[ fl 1 gTft 1 gqbr alca rcTotherTprgn IoTc 1 ean Up f 




■ IO 11 + 1. 

100000000001. 

■ IO 12 + 1. 

1. e12| 

■ 10 12 + 6. 




B2 

▼ fr =10*15+-1 











Inl II II 1 PH 

1 B fJ11——1 


B2 


=10*15+6 



Ä ehssäsh 


A 


1 

10 14 +-1= ! 100000000000001; 

1 

10 15 +4 = 

i ioooooooooooooooI 


io 15 +1 = 1 ioooooooooooooooI 

II 

II 

CO 

+- 

*o 

□ 

10000000000000101 


3 

5*10 6 +6*10"® 

5000000! 


Voyage 200 bei 
Einstellung im 
Mode Menü: 
Display Digits 
aufFLOAT: 


TI—83/84: 


10 Ä 9+-1 

1000000001 

10 ^ 10+-1 

1 e10 

10 ^ 10+-6 

1.000000001El0 


8.3 ai 


I fl 1 1 gebrafca rjothgrlPrgn I oTc 1 ean Upf" 


5. + a 
4. e“ 13 ♦ b 
2. E *13 ♦ c 
j »a + b + c = a + b + c 

ISih "pmmtjlT 


5. 

4. e-: 
2.e-: 
truel 


Mathcad: 10 15 + 1 = 1000000000000001 


10 16 +- 9 = 


l^ 1 ?^lRIgebrajcardotherlprgr>IoTc 1 ean UrT l | 


■ 5. ♦ a 
\ m 4. e _ 14 ♦ b 
2.E-14 + C 

l-a + b + c^a + b + c. 

degTutd _ 


5 

4.E-14I 
2. e-14 
falsej 




Voyage 200 bei 
Einstellung auf 
FLOAT: 


8.4 


8.5 


x = 123,50: 1000-(x - 123,44) = 60; 

x = 123,54: 1000(x - 123,44) = 100. Das Ergebnis liegt zwischen 60 und 100. 

2 


(I 1 »1 gebrafca fclotherjprgp» I olc 1 ean UpT 1 

■ 44444444.5 + a 

44444444.5 

■ 44444444.4 ■* b 

44444444.4 

CM 

o 

i 

CM 

* 

m 

8888900. 

■(a + b)(a-b) 

8888888.89 


UM_PiMO_ 

'FWWV - 


Statt a -b den gleichwertigen Term (a+b)(a-b) 
verwenden! 
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8 Grundprobleme der numerischen Mathematik 


n 

a) 

b) 

c) 

d) = e) 

f) 

1 

0,10 

0,100 

0,1000 

0,10000 

0,100000 

— 



0,3600 

0,36000 

0,360000 

3 


üi J35M 



0,921600 

4 

WEM 

■ia 



0,289014 


EX39 


mtr.Yivw 

■Ohm-MM 

0,821940 

6 

l!Ä£J 



gE3-ZB 

0,585419 

7 

Htl 

EEU 



0,970814 

8 

■qrai 

■PEEZM 

KjjKEg 

gHEEEM 

0,113337 

9 

wem 



gEBEB 

EZ&IEa 

KM 

EIE« 

KU 

Eimi 

0,96169 

0,961558 I 

m 

EIF1 


gKSl 

0,14737 

EIEHI01 

mm 

WEM 

■0kW 


0,50261 


■El 

■ESI 


■eem 

0,99997 

EI*H*« 

■El 

■ia 

MjKEEBl 


0,00012 

0,000252 

mm 

wem 

KEK 

gESEM 

0,00048 

0,001008 

®EES 

EIE« 

KEK 

msesssm 


EMIiüJI 

mm 

Eia 

bk« 

0,0000 

0,00767 

0,016047 J 

■El 

WEM 

0,750 

0,0000 

0,03044 


IlI 

Exa 


0,0000 

0,11805 

mm&im 

El 

WEM 


0,0000 

■igthEfc» 


mm 

WEM 

WESESM 

0,0000 

gEäBü-B 

EEjjga 

mm 

EU« 



0,10856 

0,635855 

El 

EIF1 

KEK 

HiVüiüüB 

0,38710 

0,926174 

El 

WEM 




0,273503 

El 

EI« 


gEim 


0,794796 

ia 

E1CT 




0,652381 

mm 

WEM 



0,93812 

0,907120 

El 

EEa 


■äESEEM 

0,23220 

0,337013 

El 

Eia 

0,750 

WESsEM 

0,71313 

0,893741 

KM 

WsEM 

0,750 

■mnnM 

0,81830 

0,379872 


Beispielsweise wird graphisch das 
Ergebnis für eine Rundung auf 2 
sowie auf 3 Nachkommastellen, also 
für a) und b) gezeigt. Die beiden 
Graphen sind unterschiedlich dar¬ 
gestellt: als Anzeigestil ist Line bzw. 
Square gewählt. 



8.7 


a) 


99 + 70-V2 (99 + 70 • 1/2)- (99 - 70 • -v/2) 


99 - 70-^2 


b) Mit V2 gerechnet ist das Ergebnis: 0,00505063...; 

99 - 70 - 1,414 = 0,02; relativer Fehler: Q ' 02 ~ ~ 7Q _^) = 2 g60/o 

99-70-V2 

1 0,005505010...- — r 

-= 0,00505010...; relativer Fehler:- ? - 9 9+70^2 

99 + 70-1,414 1 

99 + 70 V 2 


= 0,0076% 


8.8 a) l-cosx = l-cosf2-4l = l-fcos 2 4-sin 2 -l = sin 2 - + cos 2 --cos 2 - + sin 2 - = 2*sin 2 4 

\2y\2 2) 2 2 2 2 2 

Winkelmaß: RAD; 

Voyage 200:1-cos 0,001 = 0,000 000 499 999 96; 2 • sin 2 ^ = 0,000 000 499 999 958 333 


-1 ^0 001 \ 

Mathcad: 1 - cos(0.001) = 4.99999958325503 x 10 2-sin -— 

\ 2 j 


4.99999958333335 x 10 
fit =2*SIN(A1/2) A 2 


-7 



Excel: W8 O.OOH 0.0000004999999563255 | m Q.QOlf 0.0000004999999583333 

Der Term 2 • sin 2 ist rechentechnisch vorzuziehen, da keine keine Subtraktion auftritt 
2 
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8 Gnmdprobleme der numerischen Mathematik 


b) x —Vx 2 —1 = 


x-yx 2 -1 x + yx 2 -1 _ x 2 -(x 2 -1) _ 1 

1 X +Vx 2 -1 X +Vx 2 -1 x + -y/x 2 -1 


In^x-Vx 2 -lj = In— y = j =ln^x + Vx 2 -lj = —3• In^x + Vx 2 -lj; 

Voyage 200: In^lllU-VlllU 2 -lj = -23,118 758 259 09; 

-3dn(nil f l + VlllU 2 -l) =-23,118 758 317 937; 

Der Term - 3 • In ^x + Vx 2 -1 j ist rechentechnisch vorzuziehen, da keine Subtraktion auftritt 

8.9 h un = s-tana un = 100-tan 17° = 30,57 m; hob = s-tanctob = 100-tan 19° = 34,43°; 

Ah max =f (h ob -h un ) = l,9m; ho = (h un +h ob ) = 32,5; h = (32,5 ± 1,9) m 

8.10 a) Azmax = |Ax| + |Ay| = 0,1 + 0,2 = 0,3; z = 60 ± 0,3 

b) Azmax = 2-|Ax| + |Ay| = 2-0,1 + 0,2 = 0,4; z = 70 ± 0,4 

c) Az m ax = |Ax| + |Ay | = 0,3; z = 40 ± 0,3 

d) Az m ax =3-|Ax| + |Ay| = 0,5; z = 20 ± 0,5 

e) Azmax = 2-(2-|Ax| 4- |Ay|) = 0,8; z = 60 ± 0,8 

|Ax| I Ayl 

8.11 — = 0,01 = 1%; — = 0,004 = 0,4% ; 

x 0 y 0 

a) Az max /z 0 = 0,01 + 0,004 = 0,014; zo= 500; Az max = zo-0,014 = 7; z = 500 ± 7 

b) Az max /z 0 = 0,01 4 - 0,004 = 0,014; zo= 5000; Az max = zo-0,014 = 70; z = 5000 ± 70 

c) Az max /z 0 = 0,01 + 2-0,004 = 0,018; zo= 50000; Az max = 50000-0,018 = 900; z = 50000 ± 900 

d) Az max /z 0 = 3-0,01 + 0,004 = 0,034; zo= 200000; Az max = zo 0,034 = 6800; z = 200000 ± 6800 

e) Az max /z 0 = 0,01 + 0,004 = 0,014; zo= 0,2; Az ma x = zo-0,014 = 0,0028; z = 0,2000 ± 0,0028 

f) Az max /z 0 = 2-0,01 4 - 0,004 = 0,024; zo= 2; Az,™ = zo-0,024 = 0,048; z = 2,000 ± 0,048 

g) Az max /z 0 = 0,01; zo= 0,3; Az ma x = zo-0,01 = 0,003; z = 0,300 ± 0,003 

h) Az max /z 0 =2-0,004 = 0,008; zo= 4-10‘ 5 ; Azmax = zo-0,008 = 3,2-10' 7 ; z = 4-10’ 5 ± 3,2-10’ 7 

i) Az max /z 0 =2-0,01+ 2-0,004 = 0,028; zo= 0,04; Az max = zo-0,028 = 0,00112 * 0,0011; 
z = 0,0400 ±0,0011 

Az^ A(x + y) max |Ay| 0,1+ 0,2 0,2 

j) -=-;-+-= —~— + —= 0,009 ;zo- 1,2; 

z 0 x o +y 0 y 0 60 50 

Azmax = zo-0,009 = 0,0108 « 0,011; z = 1,200 ± 0,011 

8.12 Siehe Lehrbuch, Seite 284 unten 

a) _[Aw[ | |af| | 2 l Av l 


M + M 


Ap max _ I L 
Po 

n Ag _ |a/| 

; go ‘o 


AÄ A A\ A/ 
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8 Grundprobleme der numerischen Mathematik 


8.13 a) U = Ui - U 2 ; U 0 = 23,0 - 18,5 = 4,5 V; AU max = |AUi| + |AU 2 | = 0,05 + 0,05 = 0,1 V; 

AUj^OjOS _ o 217 o /o . = = 0,270%; U = (4,5 ± 0,1) V; 

U 10 23,0 U 20 18,5 

A ^ max = — = 2,22% (etwa zehnmal so hoch wie die relativen Messunsicherheiten der 
U 0 4,5 

Spannungen Ui bzw. U 2 ) 

b) U ob = Uiob - U 2un = 23,05 - 18,45 = 4,6; U un = Ui« - U 2ob = 22,95 - 18,55 = 4,4; 
AU raax =I (U ob -U un ) = 0,l V; U 0 =I (U ob +U un )=4,5V usw. wieoben 


a 2 r- 

8.14 a) A = — v3 ; AA max /A 0 = |Aa|/a 0 + |Aa|/a 0 = 2 ■ |Aa|/a 0 = 2-0,5/38 = 2,63% (die Faktoren ^ 

und VJ haben natürlich keine Messunsicherheit); 

b) Ac = 641,83 mm 2 , A un = 608,92 mm 2 ; 

4 4 

AAmax = (Aob - A un )/2 = 16,45 mm 2 ; Intervallmitte A 0 = (Aob + A un )/2 = 625,38 mm 2 ; 
AA m ax/Ao = 2,63% 


8.15 a) A = -^d 2 ; &A max /A 0 = 2 • |Ad|/d„ = 2-0,01/0,83 « 2,41% 

b) A^ =— 0,84 2 = 0,5542 mm 2 , A un =— 0,82 2 = 0,5281 mm 2 ; AA mlK = (Aob - A„„)/2 = 0,0130 mm 2 ; 
4 4 

Intervallmitte Ao = (Aob + A un )/2 = 0,5411 mm 2 ; AA max /Ao = 2,41% 

8.16 a) V = |d 3 ;V 0 = 33,510cm 3 ; AV^/V, =3-|Ad|/d 0 =3-2/40 = 15%; 

AVmax = Vo-0,15 « 5,0 cm 3 ; V = (33,5 ± 5,0) cm 3 

b) Vo,, = \ 42 3 = 38,792 cm 3 , V un = \ 38 3 = 28,730 cm 3 ; AV max = (V ob - V un )/2 * 5,0 cm 3 ; 

6 6 

Intervallmitte Vo = (V 0 b + Vun)/2 = 33,761 cm 3 «33,8 cm 3 (gerundet auf die Genauigkeit von 
AV max ); V = (33,8 ± 5,0) cm 3 ; AV max /V 0 * 15% 

8.17 a) V = abc; V 0 = 7118,43 cm 3 ; AV max /V 0 = |Aa|/a 0 +|Ab|/b 0 +|Ac|/c 0 = 0,0158; 

AV max = Vo-0,0158 = 112,66 cm 3 « 0,11 dm 3 ; V = (7,12 ± 0,11) dm 3 
b) V ob = 24,3-18,6-16,0 = 7231,68 cm 3 , = 24,1-18,4-15,8 = 7006,35 cm 3 ; 

AV m ax = (V 0 b - V un )/2 « 0,11 dm 3 ; Intervallmitte V 0 = (V 0 b + V un )/2 = 7119,02 dm 3 (gerundet 
auf die Genauigkeit von AV max ); V = (7,12 ± 0,11) dm 3 

8.18 V = abc; AV max /V 0 = |Aa|/a 0 +|Ab|/b 0 +|Ac|/c 0 = 0,03; nimmt man die gleiche relative Mess¬ 
unsicherheit bei den drei Kanten an, also |Aa|/a 0 =\Ab\/b 0 =|Ac|/c 0 , so muss jede Kante mit einer 
relativen Messunsicherheit von höchstens 1% gemessen werden 

8.19 AV max /V 0 = 2 • |Ad|/d 0 +|Ah|/h 0 ; nimmt man gleiche relative Messunsicherheiten für d und h an, 
so ist |Ad|/d 0 = 0,02/3 und |Ah|/h 0 =0,02/3 . Daraus: |Ad| = 15-0,02/3 « 0,1 cm und 

|Ah| = 28 0,02/3 = 0,187 cm « 0,2 cm. 



8 Grundprobleme der numerischen Mathematik 


8.20 a) P = U • I; P 0 = 224-85,2 = 1 9084,8 W; AP max /P 0 = |AU|/U 0 + |Al|/l 0 = 3/224 + 0,2/85,2 = 

= 0,0157; AP m ax = Po-0,0157 = 300,4 * 0,30 kW; P = (19,08 ± 0,30) kW 
b) Pob = 19385,8 W, P u „ = 18785 W; AP m „ = (P ob - P„„)/2 = 300,4 W * 0,30 kW 
Po = (Pob + Pun)/2 = 19085,4 W; P = (19,09 ± 0,30) kW 

8.21 I = U/R mit R = R,+ R 2 + R 3 ; Ro = 1350 Q; l 0 = U 0 /R 0 = 230/1350 = 0,1704 A; 

ARmax= ARi + AR 2 + AR 3 = 4 + 10 + 1 = 15 O; 

Al max /l 0 =| AU|/U 0 +| AR|/R 0 = 3/230 + 15/1350 = 0,0242; AI max = I 0 .0,0242 = 0,0041 A; 
1 = (170,4 ± 4,1) mA; 

Methode der Wertschranken: R ob = 136512; R un = 133512; U ob = 233 V; U un = 227 V; 

1^ =0,017453A = 174,53mA;l un =0,01663A = 166,30mA; Al max = 174 ' 53 ~ 166 ' 30 = 4> i m A ; 

Intervallmitte: l„ = 174,53 + 166,30 _ 170 , 4 mA ; I = (170,4 ± 4,1) mA 

8.22 v = s/t; A Vmax /v 0 = |As|/s 0 +|At|/t 0 = 2% + 3 % = 5% 


8.23 E = -^ l; AE max /E 0 = |AF|/F 0 + 2• |Ad |/d 0 +1AI|/l 0 +1A(AI)|/(Al) 0 = 

= 4/100 +2-0,01/0,82 +3/3022 +0,1/2,7= 0,1024 * 10%; 

E 0 = 211940 N/nun 2 ; AEmax = E 0 0,1024 * 22 kN/mm 2 ; E = (212 ± 22) kN/mm 2 

8.24 a) b = Vc 2 -a 2 ; = a/240,2 2 -172,2 2 m 2 ; b un = -J239.8 2 -172,6 2 m 2 ; 

Abmax (b 0 b — b u n)/2 * 0,49 m 

b) cosß = a/c oder ß = arccosa/c; ß 0 b = arccos(172,2/240,2) = 44,201°; 
p un = arccos(172,6/239,8) = 43,965°; Ap max = (p ob - ßun)/2 * 0,12° 


8.25 R = 
R 


1 


1/Ri+1/R 2 

1 


; R ist maximal, wenn der Nenner minimal ist und umgekehrt; 
1 


-Q; R UI 


ob 1/403 +1/102 ’ ' un 1/397 +1/98 

Ro = (Rob + Run)/2 = 79,998 Q * 80,0; R = (80,0 ± 1,4) Q 


£2; ARmax (Rob — Run)/2 1,4 Q; 


8.26 a) — b) ln- 

e y y 

0 r~ 2 — 7 _ Vx 2 +4-2 Vx 2 +4 + 2 x 2 

1 Vx 2 +4 + 2 Vx 2 +4 + 2 
8.28 x =-9999, y= 10002. 

Bei Änderung von "0,9999" in "1" besitzt das Gleichungssystem keine Lösung; denn es kann nicht 
zugleich x + y = 3 und x + y = 1,9998 gelten. Das Gleichungssystem ist schlecht konditioniert. 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.1 


Es wird im Folgenden jeweils eine Möglichkeit gezeigt, wie vorgegangen werden kann, 
x* bezeichnet die Lösung. 


X 

x 3 + X - 1 

b) x 

x 3 -3x - 3 

C) X 

1 

%< 

? 

0 

-1 

0 

-3 

0 

-1 

1 

1 

2 

-1 

1 

-3 

0,5 

-0,375 

3 

15 

2 

3 

0,7 

0,043 

2,1 

-0,039 

1,5 

-2,69 

0,65 

-0,075 

2,15 

0,48 

1,7 

-1,32 

x* liegt also zwischen 

x* liegt also zwischen 

1,8 

-0,22 

0,65 und 0,7; x* » 0,7 

2,1 und 2,15; x**2,l 

1,85 

0,45 


x* liegt also zwischen 1,8 


d) 


und 1,85; x* « 1,8 


X 

x + ln x - 2 

e) x 

x-e~* 

f) X 

x - 1 -sin x (x in rad) 

1 

-1 

0 

-1 

0 

-1 

2 

0,69 

1 

0,63 

1 

-0,84 

1,5 

-0,095 

0,5 

- 0,11 

2 

0,091 

1,6 

0,070 

0,6 

0,051 

1,8 

-0,17 

1,55 

- 0,012 

0,55 

-0,027 

1.9 

-0,046 

x* liegt also zwischen 

x* liegt also zwischen 

1,95 

0,021 


1,55 und 1,6; x* « 1,6 0,55 und 0,6; x* « 0,6 x* liegt also zwischen 1,9 

und 1,95; x* * 1,9 


9.2 


Je nach Startwert xo (grau hinterlegt) ergeben sich unterschiedliche Folgen xi, X 2 , X 3 .... 


x* bezeichnet die Lösung, 
a) 2x + ln x = 1 => 

x= i(l-lnx)=<p(x) 

b) x = cos 

n 

!(x) = (p(x’ 

Xn 

1, x in rad 

(0(X) 

c) X 3 - 2-x 2 +x — 2 = 
x 3 = 2x 2 - x - 2 

= 0 => 
oder 

) = <p(x) 

z. 

n 

X n 

m 

0 

0,5000 

0,8776 

x = v2: 

K 2 -x-2 

1 

0,8776 

0,6390 

0 

1,0000 

0,5000 

n 

Xn 

•*0 

2 

0,6390 

0,8027 

1 

0,5000 

0,8466 

3 

0,8027 

0,6948 

Ö 

1,0000 

1.4422 

2 

0,8466 

0,5833 

usw. 



1 

1,4422 

1,6772 

3 

0,5833 

0,7695 



2 

1,6772 

1JB119 

usw. 



X* = 0,739 


3 

1,8119 

1,8903 

x* = 0,687 





usw. 




x* = 2,000 


d) 


1 -x = sin x => 


e) xln x - 2 = 0 => 


x = l-sin(x) = <p(x), 
x in rad 


n 

X n 

rtx) 

"TT“ 

0,5000 

0,5206 

1 

0,5206 

0,5026 

2 

0,5026 

0,5183 

3 

0,5183 

0,5046 

usw. 




lnx = 2 /x oder 


x = e 2/x = cp(x) 


n 

Xn 

«*) 

0 

1,0000 

7,3891 

1 

7,3891 

1,3108 

2 

1,3108 

4,5985 

3 

4,5985 

1,5448 

usw. 

1,5448 

3,6496 


f) 


x* = 0,511 


x*= 2,346 


x 2 -Vx =4 => 
x 2 =4 + Vx oder 
x = V 4 + Vx = (p(x) 


n 

Xn 

m 


1,0000 

2,2361 

1 

2,2361 

2,4459 

2 

2,4459 

2,2652 

3 

2,2652 

2,4179 

usw. 




x* = 2,352 
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9.2 


g) x 3 + x - 1 = 0 => 
x 3 = 1 - x oder 


h) x 2 + lnx = 2 => 
x 2 = 2 - ln x oder 


x = V 1-x = <p(x) 


n 

X n 

(»(X) 

0 

0,5000 

0,7937 

1 

0,7937 

0,6155 

2 

0,6155 

0,7426 

3 

0,7426 

0,6488 

i usw. 




x* = 0,682 


x = >/2-lnx = <p(x) 


n 

Xn 


0 

1,0000 

1,4142 

1 

1,4142 

1,2859 

2 

1,2859 

1,3223 

3 

1,3223 

1,3117 

usw. 




x* = 1,314 


e' x =y-0,8 => 


X = 3 ( 

p" x +0,8) 

= <p(x) 

n 

X n 

m 

0 

1,0000 

3,5036 

1 

3,5036 | 

2,4903 

2 

2,4903 

2,6487 

3 

2,6487 

2,6122 

usw. 




x* = 2,619 


x = arsinh(2x + 5) = <p(x) 


n 

Xn 

< 0 (x) 

0 

1,0000 

2,6441 

1 

2,6441 

3,0265 

2 

3,0265 

3,0979 

3 

3,0979 

3,1107 

usw. 




x* = 3,113 


9.3 a) Graphische Ermittlung der 
Startwerte: y = sin(2x) -1 



2 Lösungen; 

Startwerte xo = -1 bzw. 0,5 


k) 2 x - sin(x/3) = 3 => 

2“ x = 3 + sin(x/2) oder 

x =~- |n ( 3 + sin f) = < rt x) 


n 

Xn 

tf(X) 

0 

1,0000 

-1,7988 

1 

-1,7988 

-1,1486 

2 

-1,1486 

-1,2967 

3 

-1,2967 

-1,2607 

usw. 




X* = -1,268 


x = -7l-sin(2x) = cp(x) ... 


Minus vor Wurzel, um eine 
negative Lösung zu erhalten! 
x in rad. 


n 

Xn 

m 

0 

-1,0000 

-1,3818 

1 

-1,3818 

-1,1701 

2 

-1,1701 

-1,3109 

3 

-1,3109 

-1,2234 

usw. 




Xi* =-1,26 


1 ) x 2 + ln(2x) = 0 => 
ln(2x) = -x 2 oder 
x = |e" x! =<p(x) 


n 

Xn 

e(x) 

0 

0,5000 

0,3894 

1 

0,3894 

0,4297 

2 

0,4297 

0,4157 

3 

0,4157 

0,4206 

usw. 


1 


x* = 0,419 


sin(2x) = 1 - x 2 => 
x = 0,5 arcsin(l - x 2 ) = cp(x) 


n 

Xn 

m 

0 

0,5000 

0,4240 

1 

0,4240 

0,4809 

2 

0,4809 

0,4384 

3.J 

0,4384 

0,4702 

usw. 




x 2 * = 0,46 


sin(2x) = 1 - x 2 = 0 => 
+ x" x 2 = 1 - sin(2x) oder 


b) Graphische Ermittlung der 
Startwerte: y = cos(2x) +1 - x 2 



2 Lösungen: Da die Funktion 
symmetrisch ist, liegen die 
Lösungen gegengleich auf der 
x-Achse; Startwert für die 
positive Lösung: xo = 0,9 


cos(2x) = x 2 - 1 = (x-l)*(x+l) => 
x-i = £M 0 der x = M + l=cp(x). 


n 

Xn 


0 

0,9000 

0,8804 

1 

0,8804 

0,8995 

2 

0,8995 

0,8809 

3 

0,8809 

0,8991 

usw. 




Xi* = 0,89 (die Anzahl der nötigen 
Näherungsschritte hängt stark davon ab, 
wie nahe der Startwert bei x* liegt. 
Negative Lösung: x 2 * = -0,89 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.3 


9.4 


c) Graphische Ermittlung der 
Startwerte: y = 2 X + 1 - 4x 



2 X = 4x - 1 => 
x = 0,25-(2 X + 1) = cp(x) 


n 

x n 

< 0 (x) 

0 

0,5000 

0,6036 

1 

0,6036 

0,6299 

2 

0,6299 

0,6369 

3 

0,6369 

0,6387 


xi* = 0,64 


2 Lösungen; Startwerte 0,5 bzw. 4 


2 X = 4x - 1 => 

„ _ ln(4x-l) _ 

X -Ä2- <P(X) 


n i 

Xn 

«*) 

0 

4,0000 

3,9069 

1 

3,9069 

3,8706 ! 

2 

3,8706 

3,8562 | 

3 

3,8562 

3,8505 1 


x 2 * - 3,85 


Da die Polynome vom Grad drei sind, genügt die numerische Ermittlung einer Lösung x*. Durch 
Abspaltung des Faktors x - x* erhält man eine quadratische Funktion. Die zugehörige quadratische 
Gleichung kann wie üblich gelöst werden. 


a) Graphische Ermittlung eines x 3 -4x 2 + x + 5 = 0 

x = 4x 2 -x - 5 oder 



oder x = ^4x 2 - 
x n 


1 


3,2000 


3,1997 


3,1995 


3,1994 


-5=cp(x) 

m 


3,1997 


3,1995 


3,1994 


3,1992 


Startwert für die größte 
Lösung: x 0 = 3,2 


xi* = 3,199 


Polynomdivision: 

(x 3 -4x 2 + x + 5): (x-3,199) = 

x 2 -0,801 x-1,562+ 0,002 


x-3,199 


«x 2 - 0,801 x -1,562; 

x 2 - 0,801 x-1,562 = 0=> 
x 2 *=-0,912; x 3 * = 1,713. 
Rundung der Nullstellen auf 
2 Nachkommastellen: 
x 3 -4x 2 + x + 5 = 

= (x-3,20)(x-l,17)(x+0,91) 


b) 


c) 


Graphische Ermittlung eines 
Startwertes einer Lösung von 
y = x 3 -x 2 -lOx + 5 



Startwert für die größte 
Lösung: xo = 3,5 

Graphische Ermittlung eines 
Startwertes einer Lösung von 
y = 0,5-x 3 -x 2 - 3x + 1 



Startwert für die größte 
Lösung: xo = 3,5 


x 3 -x 2 -lOx + 5 = 0 => 
x 3 = x 2 +10x - 5 oder 

x = Vx 2 +10x + 5 = cp(x) 


n 

Xn 

( 0 (x) 

0 

3,5000 

3,4829 

1 

3,4829 

3,4749 

2 

3,4749 

3,4712 

3 

3,4712 

3,4694 

usw. 




xi* = 3,468 


0,5-x 3 -x 2 - 3x + 1 = 0 => 
x 3 = 2x 2 + 6x - 2 oder 


x = V2x 2 + 6x - 2 = <p(x) 


n 

Xn 

d>(x) 

0 

3,5000 

3,5169 

1 

3,5169 

3,5260 

2 

3,5260 

3,5309 

3 

3,5309 

3,5336 

usw. 




x,* = 3,537 


Polynomdivision: 

(x 3 -x 2 -10 x + 5): (x-3,468) = 


+ 2,468- x -1,441 + 


0,003 

x-3,468 


*x 2 + 2,468 x -1,441; 


x 2 + 2,468 x-1,441 = 0 => 
x 2 *= -2,956; x 3 * = 0,488. 


Rundung der Nullstellen auf 
2 Nachkommastellen: 
x 3 -x 2 - 10 x + 5 = 

= (x-3,47)-(x+2,96)'(x-0,49)- 
Polynomdivision: 

0,5-x 3 -x 2 - 3x + 1 = 

0,5 *(x 3 -2x 2 - 6x +2) 

(x 3 -2x 2 -6 x + 2): (x-3,537) = 


+1,537-x-0,564 + 


0,006 
x-3,537 


* x 2 +1,537-x-0,564; 


x 2 + l,537x-0,564 = 0 => 
x 2 *= -1,843; x 3 * = 0,306. 
Rundung der Nullstellen auf 
2 Nachkommastellen: 

0,5 *(x 3 -2x 2 - 6x + 2) = 

= 0,5*(x-3,54).(x+1,84).(x-0,31). 
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9.5 


Der Startwert (grau hinterlegt) kann graphisch ermittelt werden. Die Lösung ist fett gedruckt. 


f ’(x) = 3x 2 

-1 



b) f(x) 

= x 3 - 

3x-3; f 

‘(x) = 3x 2 

-3 

n 

x« 

f(x„) 

f(xj 

x.-fKJ/f'txJ 

n 

Xn 

W 

f'OO 

x„-f(x n )/f(x n ) 

0 

-1,5 

-0,8750 

5,7500 

-1,3478 

0 

2 

-1,0000 

9,0000 

2,1111 

1 

-1,35 

-0,1007 

4,4499 

-1,3252 

1 

2.11 

0,0754 

10,3704 

2,1038 

Aj 

-1,33 

-0,0021 

4,2605 

-1,3247 

2 

2,10 

0,0003 ! 

10,2784 

2,1038 

3 

-1,32 

0,0000 

4,2646 

-1,3247 

3 

2,10 

O.ÖÖOÖ 

10,2780 

2,1038 


c) f ‘(x) = 3x 2 + 2,16-x + 0,98 


n 

Xn 

f(Xn) 

f'(Xn) 

Xn-fW/f(Xn) 

0 

-1 

0,1000 

1,8200 

-1,0549 

1 

-1,05 

-0,0060 

2,0400 

-1,0520 

2 

-1,05 

0,0000 

2,0279 

-1,0520 

f(x) 

= x 2 -2+ln(x/2); f '(x) = 2x + 1/x 

n 

Xn 

«W 

f'(Xn) 

Xn-fW/HxJ 

0 

1»5 

-0,0377 

3,6667 

1,5103 

1 

1.51 

0,0001 

3,6827 

1,5103 

2 

1,51 

0,0000 

3,6826 

1,5103 


d) f'(x) = -i + 2x-e- x! 


n 

Xn 


f'(Xn) 


0 

1.5 

-0,0054 

0,3829 

1,5141 

1 

1.51 

-0,0001 

. 0,3726 

I 1,5143 

2 

1,51 

0,0000 

0,3724 

| 1,5143 


f) f’(x) = 2x+4sin(2x) 


n 

Xn 

W 

f'(Xn) 

Xn-f(Xn)/f(Xn) 

0 

0.5 

-0,8306 

4,3659 

0,6902 

1 

0,690 

0,0981 

5,3083 

0,6718 

2 

0,672 

0,0006 

5,2407 

0,6716 

3 

0,672 

0,0000 

5,2402 

0,6716 


g) f(x) = xV x - 1; f ’(x) = (2x - x 2 )-e _x 


n 

Xn 

f(xj 

f'OO 


0 

-0,6 

-0,3440 

-2,8425 

-0,7210 

.1 H 

-0,721 

0,0692 

-4,0349 

-0,7039 

2 

-0,704 

0,0016 

-3,8476 

-0,7035 

3 

-0,703 

0,0000 

-3,8431 

-0,7035 


h) f(x) =2 X + x - 2; f ‘(x) = 2 x -ln2 + 1 


n 

Xn 

f(xj 

f'W 

Xn-f(Xn)/f(X n ) 

0 

0,5 

-0,0858 

1,9803 

0,5433 

1 

0,543 

0,0006 

2,0101 

0,5430 

2 

0,543 

0,0000 

2,0099 

0,5430 


0 f(x) = -^- + Vx+T - 2; 

f(x)-4£*-+ ‘ 

x 2 lnl0 2-Vx+l 


x n 

f(x„) 

f'W 

X. " f(Xn) / f *(X n ) 

2 

-0,1174 

0,3220 

2,3647 

2j36 

-0,0076 

0,2034 

2,3916 

2.39 

0,0000 

0,2012 

2,3917 


k) f(a) = tana -0,25 -0,5 sina; 

f ‘(a) = l/cos 2 (a) - 0,25-cosa, a in rad 

<x = 0,430 rad = 24,6° 


j) f(x) = 2x-tan(x); f'(x) = 2-l/cos 2 (x) 
x in rad 


n 

x„ 

f(x„) 

f'W 

Xn-f(Xn)/f'(Xn) 

0 

1 

0,4426 

-1,4255 

1,3105 

1 

1.31 

-1,1333 

-13,0946 

1,2239 I 

2 

1,22 

-0,3185 

-6,6529 

1,1761 

3 

1.18 

-0,0482 

-4,7615 

1,1659 

4 

1.17 

-0,0016 

-4,4451 

1,1656 

5 

1,17 

0,0000 

-4,4341 

1,1656 


n 

Xn 

f(Xn) 

f'(Xn) 

Xn-f(Xn)/f(Xn) 

0 

0,5 

0,0566 

0,8597 

0,4342 

1 

0,434 

0,0034 

0,7614 

0/1298 

2 

0,430 

0,0000 

0,7555 

0,4298 



Startwerte: 

-1,5; 2; 4,5; 

f’(x) = 2x 2 - lOx 


n 

Xn 

f(X„) 

f'W 

Xn-W/f'W 

0 

-1.5 

-4,6250 

21,7500 

-1,2874 

1 

-1,287 

-0,4199 

17,8454 

-1,2638 

2 

-1,264 

-0,0049 

17,4300 : 

-1,2635 

3 

-1,264 

ö.ooöo 

17,4251 ! 

-1,2635 


n 

x n 

fW 

f'(X.) 

x.-fOO/f'W 

n 

Xn 

f(X„) 

f'(X„) 

I^.W/f'W 

0 

2 

-2,0000 

-8,0000 

1,7500 

0 

4.5 

-0,1250 

15,7500 

4,5079 

1 

1,750 

0,0469 

-8,3125 

1,7556 

1 

4,500 

0,0005 

15,8851 

j 4,5079 

2 ' 

1 1,766 

0,0000 

-8,3096 

1,7556 

2 

4,608 

Ö.ÖOÖÖ 

15,8845 

j 4,5079 


147 
























9 Einige numerische Verfahren 


10 1 

\ y 
\ 5 ‘ 

Startwerte: n 

Xn 


f'W 

Xn-W/fW 

/ -1,5; 0,5; ^ (f 

-1.5 

1,1089 

-4,9800 

-1,2773 

/ f(x) = sin(2x)-l+x 2 ; 1] 

-1.277 

0,0778 

-4,2200 

-1,2589 

. f ’(x) = 2-cos(2x) +2x 2 

-1.259 

0,0007 

-4,1411 

-1,2587 

-3 -2 

rf 1 2 X 3 3 

-1,259 

0.0000 

-4,1404 

-1,2587 

-5- 

n 

X n 

f(xj 

f’(Xn) 

x„-W/fW 


~Ö" 

0.5 

0,0915 

2,0806 

0,4560 


1 

0,456 

-0,0013 

2,1363 

0,4566 


2 

0,457 

0,0000 

2,1356 

0,4566 


C) y 20] 


Startwerte: -1,5; 5 

n 

Xn 

f(x„) 

f‘(x„) 

x.-fW/f'W 

15- 


A 

0 

-1.5 

1,4019 

6,5269 

-1,7148 

10- 

/ 

\ f(x) = x 3 + 5 - e x ; 

1 f’(x) = 3x 2 -e x 

i 

-1,715 

-0,2223 1 

8,6415 

-1,6891 

c_ 

. / 

2 

-1,689 

-0,0034 

8,3741 

-1,6886 

A 

s-/ 

3 

-1,689 

0,0000 

8,3698 

-1,6886 

IT“ 

-5 J 

0 2 

4 l 6 

1 X 

n 

Xn 

f(x„) 

f'(xj 

x,-W/fW 




JL 

5 

-18,4132 

-73,4132 

4,7492 




1 

4,749 

-3,3734 

-47,8258 

4,6786 




2 

4.679 

-0,2101 

-41,9554 

4,6736 




3 

4.674 

-0,0010 

-41,5502 

4,6736 




4 

4,674 

0,0000 

-41,5563 

4,6736 


9.7 


a) 


y’ = 4x 3 - 12x 2 + 4x ; y" = 12x 2 - 24x + 4; 
y’” = 24x-24; 

Nullstellen : y = x 2 -(x 2 - 4x + 2) = 0; Produkt- 
Null-Satz: x 2 = 0 sowie x 2 - 4x + 2 = 0 => 
xi = 0, x 2 = 0,59; x 3 = 3,41; 

Extrema/W endepunkte: 

y‘ = 4x*(x 2 - 3x + 1) = 0; Produkt-Null-Satz: 

x = 0 sowie x 2 - 3x + 1 = 0 => 



b) 


c) 


X 4 = 0; x 5 = 0,38; X 6 = 2,62; y”(0) * 0 => T^O/O); y M (0,38) < 0 => H(0,38/0,09); 
y"(2,62) > 0 => T 2 (2,62/-l 1,09); y“ = 0 => x 7 = 0,18; x 8 = 1,82; 
y’”(0,18) * 0 => Wj (0,18/0,044); y“‘(l,82) * 0 => W 2 (l,82/-6,49) 


y* = 7x 6 - 5; y" = 42x 6 ; y”’ = 252-x 5 ; 

Nullstellen: y = 0; Startwerte für das Newton-Verfahren: -1,5; 0,5 
und 1,2 => xi=-l,34; x 2 = 0,20; x 3 =l,27 

Extrema/Wendepunkte: 

y’ = 0 => X 4 = §ß/l = 0,95; X 5 = -tß/l = - 0,95; 

y”(0,95) < 0 => T(0,95/-3,05); y”(-0,95) < 0 => H(-0,95/5,05); 
y” = 0 => X 6 = 0; y’(x) wechselt an der Stelle Xö = 0 das 
Vorzeichen (Lehrbuch Seite 149 unten) => W(0/1) 

Gerade Funktion; y’ = 4x 3 -4x; y" = 12x 2 -4; y’” = 24x; 
Nullstellen: x 4 -2x 2 +1=0; Substitution u = x 2 ; u 2 - 2u + 1 = 0 => 
Ui =u 2 = 1 ; x 2 = 1 =>xi = 1 , x 2 = - 1 ; 

Extrema/W endepunkte: 

y‘ = 4x*(x 2 -1) = 0; Produkt-Null-Satz => x = 0, x 2 - 1 = 0, d.h. 
x 3 = 0 ;x 4 = 1; x 5 = —1; 

y“(0) < 0 => H(0/1); y”(l) > 0 => Ti(l/0); T 2 (-l/0); 
y“ = 0 => X 6 = yfl/3 = 0,58; X 7 = -0,58; 
y‘“(0,58) * 0 => Wj(0,58 / 0,44); W 2 (-0,58 / 0,44) 
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no (fl 3 cu \ 1 2 f x„ xj-a 3x 3 -(xj -a) 2 a 

9.8 f(x) = x J -a;f’(x) = 3x ; x„ + , = x„ -= x„--S- T - = ^ § - = 7‘ x " + :r^ 

f(x„) 3'X 3-x„ 3 3-x* 


9.9 


n 3 -1 

a) 1000-q--—- = 3217; lOOOq 4 - 1000-q = 3217-q-3217 oder 1000-q 4 -4217q + 3217 = 0; 
q-1 

fi[q) = 1000-q 4 - 4217-q + 3217; f ’(q) = 4000-q 3 - 4217; die Verzinsung liegt wohl über 
1% bis (kaum) 10%; daher ein Startwert etwa qo =1,03; 


n 

Qn 

f(q n ) 

f'(q n ) 

qn-fiqj/ffqj 

0 

1,03 

-1,0012 

153,91 

1,0365 

1 

1,0365 

0,2705 

237,25 

1,0354 

2 

1,0354 

0,0084 

222,56 

1,0353 

3 

1,0353 

0,0000 

222,08 

1,0353 


; Verzinsung also 3,53% 


b) 1000-q- 


q-1 


= 5801; 1000-q 6 - 1000-q = 5801 -q -5801; 


f(q) = 1000-q 6 - 6801 -q + 5801 = 0 

c) 1000-q-3-^ = 9083; f(q) = 1000-q 8 - 10083-q + 9083 = 0 

q-1 


q = 1 + p = 1,0499; Verzinsung: 4,99% 

q = 1,0652, d.h. 6,52% 


n 3 -1 

9.10 a)q= l,04;Ko = 2500;n = 3 => K 3 = 2500-q-“-- = 8116,16 ... Spareinlage nach 3 Jahren 

q-1 

b) 8116,16 = 2000 • q • .9—2-1; daraus: f(q) = 2000-q 4 - 10116,16-q + 8116,16 = 0 => q = 1,1589; 
q-1 

Zinssatz 15,89% 

_6 i i _6 i | 

9.11 Werte in Mio; Barwert Angebot A: 10 + 2- - r ; Barwert Angebot B: 4 • q - - r ; 

q-1 q 6 q-1 q 6 

10 -q 6 (q-l) + 2-(q 6 — 1) — 4-q- (q 6 -1) = 0 oder weiter 


1 o +2 .3lzi._L = 4 .Slzl._L 

q-1 q 6 q-1 q 5 


vereinfacht: 3q 7 - 4q 3 + 2q - 1 =0; mit beispielsweise qo = 1,1 ergibt sich mit Hilfe des Newton- 
Verfahrens: q = 1,1362; Zinssatz daher: 13,62%. 

9.12 Gewinn G(x) = Erlös E(x) - Kosten K(x) 
a) E(x) = 50-x; 


G(x)= 50x-^-x 3 -y-x 2 +60x + 50j = 0 oder 

f(x) = 6-G(x) = 2x 3 - 33-x 2 +60x + 300 = 0 => 
Gewinngrenzen Xi = 5,2 ME; X 2 = 13,4 ME 


b) E(x) = p(x)-x; 

G(x)=^55-^-x-(1-x 3 -^-x 2 +60x + 50] = 

f(x) = 3-G(x) = x 3 - 15-x 2 + 15-x + 150 = 0 => 
Gewinngrenzen: Xi = 4,6 ME; X 2 = 12,9 ME 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.13 a) D(x) = ^ = x 2 -14X + 90 + — ; 

X X 

D'(x) = 2x-14-^ =o oder 

f(x) = 2x 3 - 14x 2 - 145 = 0 => x = 8,1; 

D”(x)= 2 + ^;D”(8,l)>0 => 8,1 ist 
x J 

Minimumstelle; Betriebsoptimum somit bei ca. 8 Stück 



9.14 


b) E(x) = p(x)p; 

G(x) = E(x) - K(x) = -x 3 + 5x 2 + 65x - 145 = 0 => 
Xi = 2,0; X 2 = 10,4; 

Gewinngrenzen bei ca. 2 und 10 Stück 


Barwert A: 10 000- 


q 6 -i 
q 6 (q-l) 


-30 000; Barwert B: 15000- 



10 000 • -ß — -30 000 = 15 000 • —!-52 000; daraus nach Umformung: 

q 6 • (q -1) q 6 (q-D 

f(q) = 22-q 7 - 27-q 6 + 5 = 0 => q = 1,0965; d.h. gleichwertig beim Kalkulationszinsatz 9,65% 


9.15 


Flächeninhalt A eines Segments der kreisförmigen Querschnitts- 
f 2 

fläche: A = — • (a - sin a) , a im Bogenmaß; bei gegebenem a 
ist h = r-fl-cos|J ; Länge des Tanks: 20 dm; 


Fassungsvermögen des Öltanks: 71 -r 2 -/ = 2262 Liter; 

Vi = 500 = A-20 = 10-6 2 (a-sina) = 500 oder 
f(a) = 360-(a - sina) - 500 = 0; f ‘(a) = 360-(l-cosa); 
Startwert für Vi = 500 Liter: ao = 2 rad «115°: 


Querschnitt des 
Öltanks 



n 

a n 


f ■(<*.) 

a.-ftaj/f'taj 

0 

2 

-107,3471 

509,81 

2,2106 

1 

2,211 

6,9973 

574,92 

2,1984 

2 1 

2,198 1 

0,0215 

571,39 

2,1984 

3 1 

2,198 ! 

0,0000 

571.38 

2,1984 


a = 2,198 rad «126°. 
h, =r ^l-cosyj =3,27 dm «33 cm 


V 2 = 1000 = 10 - 6 2 -(a - sin a); f(a) = 360-(a - sina) - 1000 = 0 => a = 2,959 rad * 170°; 
h 2 = 5,45 dm « 55 cm; 

V 3 = 1500 = 10-6 2 -(a - sin a); f(a) = 360-(a - sina) - 1500 = 0 => a = 3,666 rad « 210°; 
h 3 = 7,55 dm » 76 cm; 

V 4 = 2000 = 10-6 2 -(a - sin a); f(a) = 360-(a - sina) - 2000 = 0 => a = 4,566 rad » 262°; 
ht = 9,92 dm «99 cm; 


9.16 V, 


2-jc-r 2 


2000 


Halbkugel 


•n ; 


3 3 

Kugelsegment der Höhe h: V h = 


7t-h 2 


(3r-h);V h =Iv, 


Halbkugel 


=> f(h) = h 3 -30h 2 +1000 = 0; Startwert etwa ho = 6 => h = 6,5 cm 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.17 8 = 2 + 14- tan a- , ; daraus unter Verwendung von 

80-cos 2 a 

sin2a = 2-sina-cosa: f(a) = 120-cos 2 a - 140-sin(2a) + 49 = 0; 
f ‘(a) = - 120-sin(2a) -280-cos(2a), a in rad; 


n 

a n 

f(* n ) 

f(On) 

cLn-fictJff'iaJ 

0 

0.5 

23,6122 

-252,2612 

0,5936 

1 

0,5936 

1,6295 

-216,0702 

0,6011 

2 

0,6011 

0,0123 

-212,8067 

0,6012 

3 

0,6012 

0,0000 

-212,7816 

0,6012 


ai* = 0,6012 rad; Startwert für die zweite Lösung etwa oto = 1,5 => 
(X 2 * = 1,3745 rad. Abwurfwinkel im Gradmaß: 34,4° und 78,8° 



x 


9.18 P: 8 = a-cosh—+ b; Q: 6,5 = a cosh- + b = a + b => b = 6,5-a; 
a a 

8 = a-cosh—+ 6,5-a oder f(a) = a-cosh— — a —1,5 = 0; 
a a 


f'(a) = cosh — -—■ sinh — -1 
a a a 


n 

a„ 

f(a„) f(a„) 

an-ftaj/f'taj 

0 

200 

0,0645 -0,0078 

208,2284 

1 

208,2 

0,0026 -0,0072 

208,5823 

2 

208,6 

0,0000 -0,0072 

208,5829 


P(25/8) 


0(076,5) 


-io -io -io o h h Ido 


I 4 

9.19 u = £; y(u) = -k • u • (l -3u 2 + 2u 3 ), wenn abkürzend k = ^ — - , k > 0, gesetzt wird. 

y‘(u) = k-(l - 9u 2 + 8u 3 ); y“(u) = k(-18u + 24u 2 ); y“‘(u) = k (-18 + 48-u); 

y‘(u) = 0 oder 1 - 9u 2 + 8u 3 = 0 m = 0,4215; y”(0,4215) * -3,3k < 0 => u, = 0,4215 ist 

Maximumstelle; x max = 0,4125-L ist die Stelle größter Durchbiegung; 

y” = 0 oder —18u + 24u 2 = 0 => U 2 = 0 (Einspannstelle, hier nicht von Interesse) sowie 

U3 = 0,75; y“‘(0,75)*0 => u 3 = 0,75 bzw. x w = 0,75-L ist Wendestelle; 

Ymax = 0,00542 y w = 0,00224 • ^ 


9.20 a) Partielle Integration: 


G(q)=L-.e-V 2 r = _ 

L 1 Jo 




ty-^e'^+l =0,95 oder f(q) = 0,1 - (q + 2) - e _q/2 ; 
f'(q) = \ • e^ 2 => q = 9,488 


9.21 L(x) = Vl0000 + x 2 + V2500 + (200 - x) 2 ; L'(x) = 
10000 2500 


■q/2. Qn 

f(qj 

f'(qJ 

qo-W/ffon) 

’ 9 

-0,02220 

0,0500 

9,4441 

9,444 

-0,00182 

0,0420 

9,4874 

9,487 

-0,00002 

0,0413 

9,4877 

9,488 

0,00000 

0,0413 

9,4877 

X 4 

X 

-200 



)+x‘ V42500-400x+x z 

x= 133,3; L”(133,3)>0: 


L'(x) = 


(lOOOO +x 2 ^ 2 (42500-400x+x 2 j 3 


L’(x) = 0 


x = 133,3 ist Minimumstelle; kürzeste Verbindung bei x = 133,3 m 


9.22 Die Koordinate ys des Schwerpunktes mit Hilfe der 1. GULDIN’schen Regel: 

A• 2n• y s = V; A = bh-^r 2 = 8400-|r 2 ; V = wh 2 -b-yr 3 = ti-^ 588000-|-r 3 ); 

y s = 40: ^8400 -1 • r 2 ) • 80 ti = Jt • ^588000 -1 • r 3 ); 672000 - 40 lt • r 2 = 588000 -1 • r 3 
f(r) = r 3 -30rc• r 2 + 63000 => r = 31,7mm 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.23 a) f(x) = l + x*(-4 + x*(2 + x*(-3 + x))); 

f (3) = 1 + 3 • (- 4 + 3 • (2 + 3 • (- 3 + 3))) = 1 + 3-(-4 + 3-(2 + 0)) =1 + 3-(-4 +6) = 7 

b) f(x) = -5 + x 2 *(-l + x*(-3 + x 2 )); 

f (2) = -5 + 4 • (-1 + 2 • (- 3 + 4)) =-5 + 4 (-1 + 2*1) =-5 + 4-1 = -l 

c) f(x) = x • (-8 + x• (5 + x• (2 + x• (l-x)-))); f(—2) = (-2)• (-8-2• (5-2• (2-2• (l + 2) ))) = 

= (-2) • (- 8 - 2 • (5 - 2 • (2 - 6 •))) = (-2) • (- 8 - 2 • (5 + 8)) = (-2) • (- 8 - 26) = 68 

d) f(x) = x*(-10 + x 2 *(-l + x 2 *(-7 + x 3 ))); 

f(2) = 2*(—10 + 4*(-l + 4*(-7 + 8))) = 2-(—10 + 4*(-l + 4*1)) = 2*(-10 + 4*3) = 4 

b) I: 0,7291 = 0,60*k + d 
II: 0.7324 = 0.61 *k + d 
k = 0,3300; d = 0,5311 
y = 0,3300-x +0,5311; y(0,606) = 0,7311 

b) I: 0,9737 = 0,23*k + d 
II: 0.7337 = 0.24 k + d 
k =-0,2400; d= 1,0289 
y = -0,200*x +1,0289; y(0,237) = 0,9720 

b) Vx > y(x) für 1 < x < 2; absoluter Fehler: 
f(x) = Vx - (0,4142-x +0,5858); 


9.24 a) I: 0,7257 = 0,59 k + d 

11:0.7291 = 0.60 k+ d 
k = 0,3400; d = 0,5251 
y = 0,3400-x +0,5251; y(0,593) = 0,7267 

9.25 a) I: 0,9759 = 0,22-k + d 

II: 0.9737 = 0.23*k + d 

k =-0,2200; d= 1,0243 

y = -0,2200 x +1,0243; y(0,222) = 0,9755 

9.26 a) I: 1= k + d 

II: V2 =2*k + d 


k = 0,4142; d = 0,5858 
y(x) = 0,4142*x +0,5858; 
y(l,44)= 1,1822 
(genau: J\,44 = 1,2) 

9.27 a) I: ln 1,2= 1,2 k+ d 

II: ln 2 = 2k + d 

k = 0,6385; d = -0,5839 

y(x) = 0,6385x-0,5839; 

ln 1,5 »y(l,5) = 0,3739 

(genau: ln 1,5 = 0,4055) 

abs. Fehler: lnl,5-y(l,5) = 0,0316 

9.28 a) y = a*x 2 + b*x + c; 

P 0 => I: 3 = c 
Pi => II: 3 = a*2 2 + b*2 + c 
P 2 => III: 6 = a*3 2 + b*3 + c 
a = 1, b = -2, c = 3; 
y = x 2 - 2x + 3 

c) y = a*x 2 + b-x + c; 


f'(x) = —^ - 0,4142 = 0 => x = 1,4571; 

2-Vx 

f “(x) = -4/x 3/2 ; f “(1,4571) < 0 => für x = 1,4571 
ist der absolute Fehler maximal; f(1,4571) = 0,0178 

b) ln x > y(x) für 1,2 < x < 2; absoluter Fehler: 
f(x) = ln x - (0,6385-x - 0,5839) 

f‘(x)= f'(x) = i-0,6385 = 0 => x =; 

f'(x) = -l/x 2 ; f’(l,5661) <0 => für x = 1,5661 ist 
der absolute Fehler maximal; f(l,5661) = 0,0325 

b) y = ax 2 + b-x + c; 

Po => I: 3 = a-(-l) 2 + b-(—1) + c 
P, => II: 1 = a-1 2 + b-1 + c 
P, => III: 6 = a-2 2 + b-2 + c 
a = 2, b = -1, c = 0; 
y = 2x 2 - x 

d) y = a*x 2 + b*x + c; 

Mathcad: Vorgab© 

-3 = a (-2) 2 + b (-2) + c 


5 = a-2^ + b-2 + c 
-3 = a 6 2 + b 6 + c 


solve(4 = a*( - 1) 2 + b- -1 + c and 6 = al 2 ^ 
a = -1 and b = 1 and c = 6 


c and 0-a»3^2*b»3*c J <a J b J c>>l 

!*!S_ rn OUTO _ru NC V?» 

= -x 2 + x + 6 


Suchen(a,b,c) 


2 

2 

^ 3 , 


y = -x 2 /2 + 2x + 3 
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9 Einige numerische Verfahren 


9.29 


9.30 


a) y = a-x 2 + b-x + c; 

Po => I: 8,16 = a-0,4 2 + b-0,4 + c 
P,=>II: 8,56 = a-1,2 2 + b-1,2 + c 
P ? => III: 11,28 = a-2.8 2 + b-2.8 + c 
a = 0,5, b = -0,3, c = 8,2; 
y = 0,5-x 2 - 0,3-x + 8,2 


b) y = a-x 2 + b-x + c; 

P 0 =>I: 1 =a-0,8 2 + b-0,8 + c 
Pi => II: 5,76 = a l,2 2 + b-1,2+ c 
P? => III: 10.66 = a-2.6 2 + b-2.6 + c 
a —4,667, b = 21,233, c =-13; 
y = -4,667-x 2 +21,233-x -13 


y = a-x 2 + b-x + c; 

I: 6,0 = a-70 2 + b-70 + c 
II: 7,1 = a-90 2 + b-90 + c 
III: 9.9 = a-120 2 + b-120 + c 


a = 0,000767; b =-0,0677; c=6,98; 
y = 0,000767 x 2 -0,0677 x + 6,98; 
y(100) = 7,9 / Verbrauch bei v = 100 km/h 


9.31 y = a-x 2 + b-x + c; 

x = 0: I: sin 0 = a-0 2 + b-0 + c => c = 0 

x = ji/ 4: II: sin(n/4) = a-(n/4) 2 + b-7t/4 + c 
x = w/2: III: sinfa/21 = a-fa/21 2 + b-it/2 + c 

9.32 y = a-x 3 + b-x 2 + c-x + d; 

I: 0 = a-0 3 + b-0 2 + c-0 + d => d = 0 
II: 1 = a-l 3 + b-l 2 + c-l+d 
III: 0= a-2 3 + b-2 2 + c-2 + d 
IV: 0 = a-3 3 + b-3 2 + c-3 + d 


a = -0,3357; b= 1,1640; y = -0,3357-x 2 +l,1640-x: 
interpolierter Wert: y(7t/3) = 0,8508; 
wahrer Wert: sin(7i/3) = 0,8660; 
absol. Fehler: -0,0153; rel. Fehler: « 1,8% 

a = 1/2; b = -5/2; c = 3; 
y=i-x 3 -|-x 2 +3x 


9.33 a) y = a 4 -x 4 + aß-x 3 + a 2 -x 2 + apx + ao ; 

I: 0 = a4-0 4 + a3*0 3 + a2*0 2 + ai'0 + ao 
=> ao = 0 

II: 1 = a4*l 4 + a3*l 3 + a 2 -l 2 + apl + ao 
III: 2 — a4*4 4 + a3-4 3 + a2-4 2 + ap4 + ao 
IV: 3 = a4-9 4 + a 3 -9 3 + a 2 -9 2 + a r 9 + ao 
V: 4 = aa-16 4 + av!6 3 + a2-16 2 + a^-16 + ap 

b) y = a-x 3 + b-x 2 + c-x + d; 

I: 1= a-1 3 + b-1 2 + c-1 + d 
II: 2 = a-4 3 + b-4 2 + c-4 + d 
III: 3 = a-9 3 + b-9 2 + c-9 + d 
IV: 4= a-16 3 + b-16 2 + c-16 + d 

c) y = a-x 2 + b-x + c; 

I: 2 = a-4 2 + b-4 + c 
II: 3 = a-9 2 + b-9 + c 
III: 4 = a-16 2 + b-16+ c 


1 4 . 11 3 

y = "TM x + I^ X ' 


43 2 , 533 . 

144 X + 420 X> 


Vl2 «-—-12 4 + — -12 3 - —-12 2 +— 12 = 

1008 360 144 420 

156 ^ 

= -*4,46 


1 3 1 2 41 4 

y = l26Ö X "36 X + 9Ö X + 7 : 


Vl2* — 
1260 


- 12 3 - ' 


S6 12! *S ,2t M- 3 - 41 


1 2,11 , 36 . 

y = "2lö X + 42 X + 3?’ 

^*-^7i 122+ ^ 12+ ^ = Tr =3 > 49 

210 42 35 35 


9.34 a) So(x) = ao + bo-x + co-x 2 + do-x 3 für 0 < x < 1 
Si(x) = ai + bp(x-l) + ci-(x-l) 2 + dr(x-l) 3 
für 1 <x<2 

So’(x) = bo + 2co*x + 3do-x 2 
Si’(x) = bi + 2c r (x-l) + 3d r (x-l) 2 
So”(x) = 2co + 6do-x 
Si”(x) = 2ci+6di-(x-l) 


System von 8 linearen Gleichungen für die 8 
Unbekannten ao, bo,..., dj: 

So(0) = ao = 1; 

Si(l) = a,=0; 

S i(2) = ai + bi + Ci + dj = 0; 

So(l) = Si(l): ao + bo + Co + do = ai; 

S 0 ’(l) = Sr(l): b 0 + 2c 0 + 3do = b,; 

S 0 ”(l) = Si ,, O): 2c 0 + 6do = 2c,; 

S 0 ,, (0) = 2c 0 = 0; 

Si”(2) = 2ci + 6di = 0 

=> S 0 (x) = l-|-x + -^-x 3 

S,(x) = -i-(x-l) + |-(x-l) 2 -i-(x-l) 3 
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9.34 b) So(x) = ao + bo*x + co*x 2 + do*x 3 für 0 < x < 1 
Sj(x) = a, + bp(x-l) + ci*(x-l) 2 + di*(x-l) 3 
für 1 <x <2 

So’(x) = bo + 2co-x + 3do-x 2 
Si’(x) = bi + 2c r (x-l) + 3di(x-l) 2 
S 0 ”( x ) = 2c 0 + 6do*x 
Si”(x) = 2ci+6d r (x-l) 


c) S 0 (x) = 
Si(x) = 


S 2 (x) = 


= ao + bo-x + co*x 2 + do*x 3 
für 0 < x < 1 

= aj + br(x-l) + c,*(x-l) 2 + dr(x-l) 3 
für 1 < x < 2 

= a 2 + br(x-2) + c 2 -(x-2) 2 + d 2 -(x-2) 3 
für 2 < x < 3 
= bo + 2co-x + 3do-x 2 
= bi+2ci*(x-l) + 3d,-(x-l) 2 
= b 2 + 2c 2 *(x-2) + 3d 2 -(x-2) 2 
) = 2co + 6do-x 
) = 2ci+ 6dp(x-l) 

) = 2c 2 + 6d 2 -(x-2) 


System von 8 linearen Gleichungen für die 8 
Unbekannten ao, bo,..., di: 

So(O) = ao = 1; 

Si(l) = ai = 1; 

Si(2) = aj + bi + Ci + di = 0; 

So(l) = Si(l): ao + bo + Co + do = ai; 

S 0 ’(l) = Sr(l): bo + 2c 0 + 3do = b,; 

S 0 ”(l) = Si ,, (l): 2c 0 + 6do = 2c,; 

So”(0) = 2c 0 = 0; 

Sr , (2 > ) = 2ci+6di=0 

=> S 0 (x) = l + i-x-l-x 3 

S 1 (x) = l-i(x-l)-|(x-l) 2 +i-(x-l) 3 

System von 12 linearen Gleichungen für die 
12 Unbekannten ao, bo,..., d,: 

So(0) = ao = 0; 

Si(l) = a, = 1; 

S 2 (2) = a 2 = 2; 

S 2 (3) = a 2 + b 2 + c 2 + d 2 = 2; 

So(l) = Si(l): ao + bo + Co + do = ai; 

Si(2) = S 2 (2): ai + bi + Ci + di = a 2 ; 

So’(l) = Si’(l)* bo + 2co + 3do = bi; 

Si’(2) = S 2 ’(2): bi + 2c, + 3dj = b 2 ; 

So”0) = Sr’0): 2c 0 + 6do = 2c,; 

Si”(2) = S 2 ”(2): 2c, + 6d, = 2c 2 ; 

So”(0) = 2 cq = 0; 


d) So(x) = ao + bo*x + co-x 2 + d 0 -x 3 
für 0 < x < 2 

Si(x) = ai + br(x-2) + cr(x-2) 2 + dr(x-2) 3 
für 2 < x < 3 

S 2 (x) = a 2 + br(x-3) + c 2 -(x-3) 2 + d r (x-3) 3 
für 3 < x < 5 

S 0 ’(x) = b 0 + 2c 0 *x + 3do-x 2 
Si’(x) = b, + 2c r (x-2) + 3d r (x-2) 2 
S 2 ’(x) = b 2 + 2c 2 *(x-3) + 3d 2 *(x-3) 2 
So”( x ) = 2co + 6do-x 
S,”(x) = 2c,+ 6dp(x-2) 

S 2 ”(x) = 2c 2 + 6d 2 (x-3) 

Lösung des linaren Gleichungssystems mit 
Mathcad siehe nächste Seite. 


=> S 0 (x) = ^-x + -i x 3 

S 1 (x) = l + g-(x-l) + l-(x-l) 2 -I-(x-l) 3 

• S 2 (x) = 2 + ^ • (x - 2) - j • (x - 2) 2 + ^ • (x - 2) 3 

System von 12 linearen Gleichungen für die 
12 Unbekannten ao, bo,..., di: 

So(0) = ao = 0; 

S,(2) = a, = 1; 

S 2 (3) = a 2 = 2; 

S 2 (5) = a 2 + 2b 2 + 4 c 2 + 8d 2 = 0; 

So(2) = Si(2): ao + 2bo + 4co + 8do = ai; 

Si(3) = S 2 (3): ai + bj + Ci + di = a 2 ; 

S 0 ’(2) = S,’(2): b 0 + 4c 0 + 12d 0 = b,; 

S,’(3) = S 2 ’(3): bi + 2c, + 3d, = b 2 ; 

S 0 ”(2) = Si”(2): 2c 0 + 12d 0 = 2c,; 

Si”(3) = S 2 ”(3): 2ci + 6d, = 2c 2 ; 

So”(0) = 2c 0 = 0; 

S-,’V51 = 2c->+12d, = 0 

^S 0 (x) = A. x + : l . x 3 

S,(x) = l + g-(x-2) + |-(x-2) 2 -i-(x-2) 3 
S 2 (x) = 2 + |-(x-3)-|J-(x-3) 2 +A.( x -3) 3 
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9 Einige numerische Verfahren 


Lösung des Gleichungssystems von 9.34 d) mit Hilfe von Mathcad (Indizes sind “Literalindizes”): 


Vorgabe 




3 g = 0 a 1 = 1 

~ 2 

82 + 2 b 2 + 4-02 + 8 d 2 = 0 


3g + 2-bg+ 4-Cg + 8 -dg = 3^ 


a^ + b-j + C-| + d-j = 82 


bg + 4-Cg + 1 2-dg “ b-j 


b-j + 2-c-j + 3-d-j = b 2 


2Cg+12dg= 2-C-j 

2-C-j + 6 d^ 

“ 2 -C 2 2-Cg = 0 

2-02 + 12 d 2 " 0 


Suchen(a o ,bo,C0,do,ai ,b 1 ,c-j ,d<j -» 



+ 


9.35 a) x(t = 0) = II = Ortsvektor von P 0 ; x(t = 1) = I I = Ortsvektor von P 3 


b > x(t) = (l-t > 3 + 3t-(l-t ) 2 - 2 + 3t 2 -(l-t)-4 + t 3 - 5 = -2t 3 + 3t 2 + 3t + l; 
y(t) = (l — t ) 3 +3t-(l-t ) 2 - 3 + 3t 2 -(l-t)-5 + t 3 =- 6 t 3 + 6 t+l; 

y'(t) = 4- = ~: : Tangente to in P 0 : t = 0, y'(t = 0) = 2; 

x - 6 t 2 +6t + 3 2t 2 —2t —1 

x = f +X. • f * 1; für X = 2 ist x Ortsvektor von Pi(2/3). Tangente t 3 in P 3 : t = 1, 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.1 a)Geraden: y = -|x + i; y = -jx + 1; y = -i x +| ; y = -|x + 2; y=-jx+5 

b) Geraden: y = x + 5; y = x + 4; y = x + 3; y = x + 2;y = x+l; 

c) Geraden: y = -x + 5; y = -x + 4; y = -x + 3; y = -x + 2; y = -x + 1; 

d) Geraden: y = -jX + 4; y=-|x+y; y = -|x + ®; y = -|x + 2; y = -|x + | 


10.2 a) Parabeln: y = x 2 + 1; y = x 2 ; y = x 2 - 1; y = x 2 - 2; y = x 2 - 3 

b) Parabeln: y = ^x 2 ; y = |x 2 +|; y=|x 2 +l; y = ^x 2 ; y = |x 2 +2 

c) Parabeln: y = -|x 2 +|; y = -|x 2 +l; y = -|x 2 +|; y = -^x 2 +2; y = -|x 2 +| 


d) Punkt (0/0) sowie die Kreise: x 2 + y 2 = 1, x 2 + y 2 =2, x 2 + y 2 = 3, x 2 + y 2 = 4 
10.3 a)z x =2;z y =3 
d) z x = 2xy ; z y = x 2 


b) z x = 2x ; z y = 2 c) z x = y ; z y = x 

v 1 1 Ä 1 

e ) z x c ; Zy ^ f) z x v 2 > z y 1 


5 


g)z x =l; z y =-—j 


2y 2 


h)zx= i :zy= -^ 


_ _L. _ J_ 

} Zx 5x 2 y ’ Zy <'”' 2 


5xy 2 


j) z x =2(x-3y); z y =6(3y-x) k) z x = 


_ 2x • y _x* 


1 " x_1 
l)z x =-; z y -— 


m ) Z X lj Zy 

v -2y _ 2x 

°) Zx .,\2 5 z y : 


(x-y) 2 ’ (x-y) 2 

10.4 a)z*= Jy ; Zy = 


2fy 


d)z x = 


Zy=- 

_y _ xy 2 -1 
n)Zx 3 ; ^ 3y 2 

2xy 2 x 2 y 2 + 2x 2 y - 1 

p)Zx_ 77T : ^ (77iF 

b) z x =—— ; Zy— —p= c) Zjt — Zy = 

3 ^ <wy 3 

e) z x =2(x-l) y 3 ; z y = 3y 2 -(x - l) 2 
2 (x-2) 2 


2-v/x+y 


V3(6x+y) ’ ^ 2,/3(y+6x) 

10.5 a)z = x + ln2 + lny;z x =l ;z y = y b) z = lnx-lny; z x = - ; z y = 

c)z = y _l + |-lnx; z x =^; Zy=—1- d)z x =-^;zy= 2 

2 1 

e) z = 2-lnx +lny; z x = -; z y = - 


0^-~ß-r; z,- 2> 


x 2 +y 2 


x 2 +y 2 


g)z = lnx-ln(l-y);z x =—; Zy= -7ir (- 1 ) = T7- h)z = x'lny 2 ; z x =-^-; Zy=- — 

x i y i y x xy 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.6 a)z x =e y ; z y =xe y 

d)zx=e" y ; Zy = -xe“ y 


g)z x = - 


x'e 7 


Zy “ y h) Z x 

xe y 


b) z x = z y = e x+y 

e) Z X 6 j Zy — 1 

e x 


c)z x = y e x y ; z y =xe xy 
f)zx=- 7 r; z y = — 

C 6 


1 + e 3 


-; z y - 


e y (l + e x ) 
(1 + e y ) 2 


10.7 a) z x = z y = cos (x+y) 
c) z x = sin y; z y = x-cos y 
e) z x = cos x cos y; z y = -sin x-sin y 
g) z x = tan y; z y =x-tan 2 y + x 

10.8 a) Z X 2x; Zy -3 \ Zxx 2 j Zyy Oj Z X y Zyx 0 

b) z x — y; Zy= x; Zxx= 0 ; Zyy= 0; z xy = Zyx= 1 

c) z x = 2xy 2 ; z y = 2x 2 y; Zxx= 2y 2 ; Zyy = 2x 2 ; z xy = Zyx= 4xy 

1 x _ 2x 1 

d) Zx“ ; Zy ; Zxx - 0 ; Zyy - 3 ; Z X y- Zyx 


b) z x = 2 cos(2x-3y); z y = -3cos(2x-3y) 
d) z x = -2y-sin(2x); Zy= cos(2x) 
f) z x =2-cos(2x+l)-cos(3y); z y =-3-sin(2x+l)-sin(3y) 
h) z x = y + y-tan 2 (x-y); z y = x + x-tan 2 (x-y) 


x 2x x 

C) Z X j Zy — 


2x 


2x 


y 7 t y ## y y- 

f) z x =-e y ;z y =(l-x)e y ;z xx =0; z„,= (l-x>e y ; z xy =z yx =-e y 

g) z x = sin(2y); z y = 2x-cos(2y); z xx =0; z n = -4x-sin(2y); z xy = z yx = 2 cos(2y) 

.. _ 1 1 _ 1 _J_ 

h ) Zx ^7l ,Zy “y’ Zxx - 0 + x)2 ’ 2)7 y 2 ’ Zxy Zyx 0 

10.9 z = 12 - (x+y); Produkt f(x,y) = x-y-(12 - x - y); 

df df 

— =(12 - 2x - y)-y = 0 und — =(12 - 2y - x)-x = 0; da sinnvollerweise x * 0 und zugleich y * 0, 

dx dy 

folgt daraus das lineare Gleichungssystem I: 12 - 2x - y = 0, II: 12 - 2y - x = 0; 

Lösung: x = 4, y = 4; damit: z = 12 - (4+4) = 4; alle Summanden x, y und z haben den Wert 4 

10.10 x, y, z Kantenlängen (z Höhe) 

a) O = 2-(x-y +x-z + y-z); Nebenbedingung: x-y-z = 1 => z = —; damit: 

xy 

0( ( y).2.(,y.V); «te 


► x = x 4 oder x 4 -x = x-(x 3 - 1) = 0; 


I: y = x 2 
II: x = v 2 . 

ein nichtlineares Gleichungssystem; y aus I in II eingesetzt: 
da sinnvollerweise x * 0 und zugleich y * 0, folgt x 3 - 1 = 0, d.h. x 3 = 1; x = Vl = 1 m; 
wegen I: y = l 2 = 1 m; z = ^ = 1 m: Würfel mit 1 m Kantenlänge 

b) V = x-y-z; Nebenbedingung: 4x + 4y + 4z=l => z = ^- x- y; damit 

V(x,y)=X-y-Q-X-y); ^ = + y-2x-y-y 2 = y(l-2x-y) = 0 und 


öV 

dy 

I: ^ - 2y - x = 0 sowie II: ^ - 2x - y = 0 , Lösung dieses linearen Gleichungssystems: 


1 i (\ \ 

= - • x - 2x • y - x = x • — 2y-x =0;dasinnvollerweisex*0 undy *0, folgt: 
4 \4 y 


x=^m, y = — m;z = ^---^---^- = — m; Würfel mit der Kantenlänge — m 


12 


12 


4 12 12 


12 


12 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.11 x, y, z Kantenlängen (z Höhe); O = x-y+ 2xz + 2y-z; Nebenbedingung: V = x-y-z = 1 dm 3 => 

z = —; damit 0(x,y) = x*y+ - + ^ = y--^- = 0 und = x —= 0 oder daraus das 

X-y X y dx J x 2 dy y 2 

nichtlineare Gleichungssystem I: y x 2 = 2 sowie II: x-y 2 = 2; I => y = 2/x 2 , in II eingesetzt: 

x-4/x 4 = 2oderx 3 = 2=> x = V2 = 1,260 dm; y = 2/x 2 =V2 = 1,260 dm; z = T7 J^ 7 = = 0,630 dm 

V2-V2 

10.12 f(x, y) = x 2 + y 2 + (3 - x - y) 2 = 2x 2 + 2x • y + 2y 2 - 6x - 6y+9; 

df öf 

I: — = 4x + 2y -6 = 0; II: — = 2x + 4y-6 = 0; Lösung diese linearen Gleichungssystems: 
dx dy 

x= l;y= l;z = 3-x-y= 1; Punkt P( 1/1/1) 

10.13 A = y • (a + c)- h; a = 100 - 2x ; c = a + 2x • cos a = 100 - 2x + 2x • cos a ; h = x • sin a 

a + c = 100 - 2x + 100 - 2x + 2x • cos a = 200 -4x + 2x• cos a 

A = (100 - 2x + x cos a)- x sin a = 100 • x sin a - 2x 2 - sin a + x 2 - sin a cos a 

d A 

-= 100 • sin a - 4x • sin a + 2x • sin a • cos a = 0; 

dx 

= 100 x • cos a - 2x 2 • cos a + x 2 • (cos 2 a - sin 2 a)= 0 
da v ; 

Division der ersten Gleichung durch 2-sina und der zweiten durch x (sinnvollerweise ist sina * 0 
und zugleich x * 0) ergibt wegen sin 2 a = 1 - cos 2 a das nichtlineare Gleichungssystem: 

I: 50 - 2x + x cosa = 0 

II: (100 - 2x>cosa + x-(2-cos 2 a - 1) = 0 

I => cosa = 2- 50/x, in II eingesetzt => x = 100/3 = 33,3 cm; cosa = 2- 50/x = 1/2 => a = 60° 


10.14 S(x) = |x| + |x-l| + |x-3|: 

x < 0: S(x) = -x - (x-1) - (x-3) = -3x + 4 
0 < x < 1: S(x) = x - (x-1) - (x-3) = 4-x 
1 < x < 3: S(x) = x + x-1 - (x-3) = x + 2 
3 < x: S(x) = 3x - 4; 

lokales Minimum für x = 1; dies ist der Median x oder 
Zentralwert der drei Werte 0, 1,3. 


10.15 a) i 


i 

Xi 

yi 

x 2 

Xi-Yi 

1 

1 

2 

1 

2 

2 

2 

2 

4 

4 

3 

4 

4 

16 

16 

4 

6 

4 

36 

24 

i 

13 

12 

57 

46 


2>i= 13 ; Zyi= 12 ; 

1 1 

Sx 2 =57; Zxi-y-46 


b) 


Ixj=13; ty,= 11; 


ix 2 =57; £x ryi =4 


y = kx + d 
I: k-Xxi+d-n = Xyi 

i i 

II: k-£ x ? +d-^ x i =Z x i *yi 

i i i 

I: 13kH- 4d = 12 
II: 57k + 13d = 46 

k = 0,475; d= 1,458; 
y = 0,475-x+ 1,458 

I: 13k + 4d = 11 
II: 57k + 13d = 47 

k = 0,763; d = 0,271 
y = 0,763-x+ 0,271 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.15 c) 


4 

4 

I: 19k-h 5d = 16 

-M 

X 

II 

SO 

Zyi= 16 ; 

1 

II: 109k + 19d = 81 

4 

y xf =109 

_x 

II 

oo 

k = 0,549; d = 1114 

1 

1 

y = 0,549-x+ 1,114 


£xj =19; 

1 

Zy* =15; 

1 

4 „ 

4 

Zxf=109 

; Sx r yi=76 


i i 


I: 19k-h 5d = 15 
II: 109k + 19d = 76 

k = 0,516; d = 1038 
y = 0,516-x +1,038 



10.16 a) £xj=150; £yj=140; 
i i 

4 


I: 150k + 5d = 140 
II: 5500k+ 150d = 5020 


£xf=5500; Jx i -y i =5020 k - 0,82; d - 3,40; 
l l K(x) = 0,8 x + 3,40 in 

€ 1000 ) 



b) K(35) = 0,82-35 + 3,4 = 32,1 in € 1.000, also € 32.100 

c) Mathcad: 

rio>i 

20 
30 
40 

V50, 


3 

3 

2 

0.4 

1.077143 

-0.004286 


Voyage 200 (bzw. TI-89) 



K(u) = -0,004286-u 2 + 1,077-u + 0,4 (in € 1000) 


K(x) = -0,00033-x 3 + 0,026-x 2 + 

+ 0,29-x + 6 (in € 1000) 















10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.17 SPi= 50 °; Z x i = 242 ; 

1 1 

£p?= 64600; ZPi'Xi =27850 
1 1 

I: 500k + 4d = 242 

II: 64600k+ 500d = 27850 


k = -1,143; 
d = 203,4; 


100 t 

*80 

k 

60 

40 

20 




\ 




\ 

►.i.j 




Yj 


. 

. 

\ : 

0 \ 

Ö~1 

tö r 

20 160 2( 


Ausgleichsgerade: x(p) = -1,143 p + 203,4; x = 80 (in 100 Stück) => p » 108 € 


10.18 a) 


b) 

c) 


Xxj =12800; Xy 4 =184,2; 
i i 

£x? =35920000; ^ x i 'Yi = 517320 


I: 12800k+ 5d = 184,2 

II: 35920000k+ 12800d = 517320 

k = 0,0145; d =-0,332 


1 1 y(x) = 0,0145-x-0,332, x Drehzahl pro 

Minute, y Leistung in kW 

x = 3000: y(3000) = 0,0145-3000 - 0,332 * 43,2 kW 
y = 34 kW: 34 = = 0,0145-x - 0,332 => x » 2370 Umdrehungen pro Minute 


10.19 y = c-e b x ; Logarithmieren: ln y = ln c + b-x; setzt man v = ln y, so erhält man v = b-x + ln c, die 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.20 


10.21 


10.22 


10.23 


u = Uo-e , Logarithmieren: ln u = ln Uo -1/x; setzt man v = ln u, so erhält man v = -t/x + ln Uo, 



y = $ - $, c = &o - $k, y = c-e"^; Logarithmieren: ln y = ln c -t/x; mit v = ln y erhält man 
v = ln c -t/x, die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k = —1/x und d = ln c; 


a) 


b) 


i 

ti 

yj 

Vj=lnyi 

ti 2 

Xi-Vj 

1 

10 

134 

4,8978 

100 

48,9784 

2 

20 

90 

4,9898 

400 

89,9962 

I 

180 


19,2727 

8800 

600,5402 

i 

tj 

yj 

Vi=lnyj 


Xi-Vj 

1 

5 

72 

4,2767 

25 

21,3833 

2 

10 

56 

4,0254 

100 

40,2535 

T 

65 


14,8430 

1425 

222,9027 


I: 180 k +5d= 19,2727 
II: 8800 k + 180-d = 600.5402 

k = -1/x = -0,040 =>x = 24,9 min; 
d = ln c = 5,302; 

c = So - 32 = e 5 ’ 302 = 200,7 => % = 232,7°C 

I: 65 k + 4d = 14,8430 
II: 1425-k + 65-d = 222,9027 
k = -1/x = -0,050 => x = 20,2 min; 
d = ln c = 4,517; 

c = 9o - 12 = e 4 - 517 = 91,6 => »o = 103,6°C 


R = 

R 20 + 

a-R2o-AS = k- 

Aö + d, Gerade mit k = a*R 2 o und d = R 20 ; 

R 5 °‘ 

i 

ASj 

Ri 


Xi-Vj 

I: 150 k +6d = 200,9 

40- 

1 

0 

30,4 

0 

0 

II: 5500-k + 150 d = 5220 

30- 

2 

10 

32,2 

100 

322 

d = R 20 = 30,7 Q; 

20- 






k = aR 20 = 0,1129 

10 - 

Z 

150 

200,9 

5500 

5220 

a = 0,00368 K' 1 



o j) tö~ 


Temperatur 


y = y 0 e , Logarithmieren: lny = lny 0 -8• t; setzt man v = lny, so erhält man 
v = -5*t + ln y 0 , die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k = -8 und d = ln y 0 ; 


i 

ti 

yj 

Vj=ln yj 

ti 2 

Xi-Vj 

T 

0,9 

40 

3,6889 

0,81 

3,3200 

2 

1,8 

22 

2,9957 

3,24 

5,3923 

Y 

13,5 

4,45 

12,0682 

44,55 

26,7523 


I: 13,5 k +5d= 12,0682 
II: 44.55-k + 13.5-d = 26.7523 
k = -8 = -0,720 => 8 = 0,720s' 1 ; 

Weiters: d = ln y 0 = 4,3576; y 0 = e 4,3576 = 78,1 mm 







10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.24 a) I: 14 k + 4d = 24 
II: 62k + 14d =103 
k = 1,46; d = 0,88; y = 1,46-x + 0,88 

b) y = c-e bx ; v = ln y = ln c + b-x. Gerade mit 
k = b und d = ln c 


i 

ti yi 

Vj=lnyj 

ti 2 

Xi-Vj 

T 

1 3 

1,0986 

1 

1,0986 

2 

3 4 

1,3863 

9 

4,1589 

Y 

14 

6,7334 

62 

26,8566 



I: 144 +4d = 6,7334 
II: 62k+14d = 26.8566 
k = b = 0,25; d = ln c = 0,7977 => c = 2,22; 
y = 2,22-e 0l25x . 

Abbildung rechts: 

Punktiert : Ausgleichsgerade 

Linie: Ausgleichung durch Exponentialfunktion 

Strich-Punktiert : Ausgleichsparabel 



10.25 


a) Exakt: Az = (2 Xl + 3yi - 1) - (2x 0 + 3 yo - 1) = 4,6 - 4,4 = 0,2 

Näherungs- f x = 2 ; f y = 3 ; dx = Ax = 2,05 - 2,1 = - 0,05 ; dy = Ay = 0,5 - 0,4 = 0,1; 
weise: dz = f x (x 0 ,yo) * dx + f y (x 0 ,yo) * dy = 2 • (-0,05) + 3 • 0,1 = 0,2; kein Unterschied 

zur exakten Lösung bei einer linearen Funktion! 

b) Exakt: Az = = 0,42045-0,41143 = 0,00902 

yi yo 

Näherungs- f x = —; f =~^-; dx = Ax = x,-x 0 =0,02; dy = Ay = y,-y 0 =0,04; 
weise: V y 

dz = f x (x o ,y o )-dx + f y (x o ,y 0 )-dy = |^-O,O2-j? r 0,04 = 0,00901 

c) Exakt: Az = ln^/x, • (1 + y,) - \nJT 0 • (1 + y„) = 1,11393-1,09861 = 0,01532 


f =1 ’+y 

x 2' x(l+y) 


1 . f _ 1 * _ 1 

2x ’ y 2 ’ x (l+y) 2 (l+y) ’ 


dx = Ax = Xj - x 0 = 0,2; 


dy = yi -y 0 dz = f x (x o ,y o ) dx + f y (x 0 ,y (l )-dy = i-O,2 + i (-O,l) = 0,01667 

d)Exakt: Az = (x? + yf) e _y ‘ -(x? +y5)-e' y ° =2,26911-1,83940 = 0,42971 

Näherungs- f x =2x-e _y ; f y =-(x 2 -2y+y 2 )-e' y ; dx=Ax=x, -x 0 =0,1; dy=Ay=y, -y 0 =-0^; 
welse: dz=f x (x 0 ,y 0 ) dx+f y (x 0 ,y 0 ) dy = 2-2 e-' 0,l-(4-2 + l)-e-' (-0,2)= 0,36788 


10.26 Exakt: Az = n ■ [(r, 2 -r, 2 )• h, -(r„ - r 0 2 )• h 0 ]= n■ [504 -438,651]=65,349 • n = 205,3cm 3 

Näherungs- f R (R, r ,h) = 2 R h ; f r (R,r,h) = -2 r h; f h (R,r,h) = R 2 -r 2 ; 

weiv 

dR = AR = R, -R 0 = -0,1; dr = Ar = r,-r 0 = 0,2 ; dh = Ah = hj-h 0 = 0,3; 
dz = TT• | 288 (-0,1)-216 0,2+ 28-0,3 | = 199,8 cm 3 
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10 Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen 


10.27 V = 7ih (R 2 - r 2 ); — = 2wR-h; = -2w-r-h; dh = 0; dV = — dR + ll -dr + dh = 
v ' dR dr dR dr dh 

= 271-Ro ho-dR - 27r-ro*ho*dr = 0 => dR = (ro/Ro>dr = 6/8 0,10 = 0,075 cm 


10.28 ^ = f£ = -I±-; dT = |i-dL+|i-dC= < ltc ° -dL+ 7ta '° dC; T 0 =2 ä-JL 0 -C 0 ; 

dL VTc de JÜC dL de JWCÖ v 


st „ ar 


71-Cn 


7t-L 0 


dT/To = ‘/ 2 dL/Lo + Vi-dC/Co = */ 2 -4% + l A-(-2%) = 1% 


10.29 ho = 54,0ctn;r 0 = 48,0cm; V = ^|— (3r-h); ^ = jth(2r-h); ^- = 7ch 2 ; 
V 0 =^®l-(3-r 0 -h 0 ) = 274,826 cm 3 ; 

AV max = nho(2r 0 - ho)-|Ah| + jiho 2 -|Ar|« 8,1 cm 3 ; V = (274,8 ± 8,1) cm 3 

~2 J . db c m db 


dV 


dV 


10.30 a)b = Vc 2 -a 2 ; = = Ab max = r (c 0 |Ac| + a 0 |Aa|)«0,49 m 


, _2 2 
Y c 0 — 


b)ß . „cc« i, | - ; £S - ; ifc. £ M) « 0.00206 ~1« 0,12- 

10.31 4—= 2rc(2r + h); 4? = 27r-r;r 0 = 14,2 cm; ho = 22,8 cm; Oo = 27i ro (r 0 + ho) = 3301,19 cm 2 ; 

dr dh 

AO m ax = 27i-(2ro + ho)-|Ar| + 27iro-|Ah| * 73 cm 2 ; O = (3301 ± 73) cm 2 

10.32 21= II; T 0 =2n-J± ; 

dl Jlg dg g Vg V So 

AT max /T 0 = Vi -|A1|/1 0 + H-IAgl/go = fc-0,5% + *4-0,5% = 0,5% 

10.33 A = (absiny)/2; ao = 48,3 cm; bo = 56,2 cm; yo = 72°; Ao = 1290,80 mm 2 ; 4~ = - • b • siny ; 

da 2 

dA 1 dA 1 

— = -asiny; — = --a-bcosy; Ay = 0,5°-7i/l 80° = 0,00873 rad(im Bogenmaß!); 

AA m ax = ‘/rbo-sinyo |Aa| + Vrao-sinyo-IAbl + ’/rao-bo-cosyo-lAyl » 8,6 mm 2 ; A = (1290,8 ± 8,6) mm 2 

10.34 f = ; go = 392 mm; b 0 = 241 mm; = — b - , > f o = ~ g - 4° = 149,2449 mm 

g+b ° dg (g+b) 2 db (g+b) 2 g 0 +b 0 

Af m ax =-- —2 ( b o |Ag| + go |Ab|)« 0,53 mm; f= (149,24 ± 0,53) mm 

(go+ b o) 

10.35 ao = 35»;ß 0 = 23«;^ = ^;^ = -?H^P; n 0 =^=l,468; 

da sinp dp ■ - 


sin 2 ß 


Aa = Aß = l°-7r/180 = 0,0175 rad; An max = ^-|Aa| + 

sinß 1 1 


sinßo 
sinacosß 


sin 2 ß 


|Aß|« 0,10; n= 1,47 ±0,10 


10.36 N 0 = 1,6; AN = 1,6 0,5% = 0,008; a = 34°; Aa = 1°-7 t/ 180 = 0,0175 rad; 

V iTr2 • 2 i yinnm ön N dn sinacosa 

No - sin a 0 =1,49910; -- = - 1 == -_; — = -_; 

V N 2 -sin 2 a V N 2 -sin 2 a 


An max 


a/Nq -sin 2 a 0 


•(N 0 -|AN| + sinao -cosa 0 -|Aa|) *0,014; n = 1,499 ± 0,014 
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11 Matrizen 


11 Matrizen 

11.1 a) (3 x 2)-Matrix, ai 2 = 0, a 2 i 


-*c: •.) 


b) quadratische Matrix der Ordnung 3, ai 2 = 4, a 2 i = 1, 


(0 1 - 3 ^ 

4 7 1 

4 1 0 


c) quadratische Matrix der Ordnung 3, ai 2 = 2, a 2 i = 2, symmetrisch, A T = A 

d) Diagonalmatrix der Ordnung 3, ai 2 = 0, a 2 i = 0, A T = A 

e) Einheitsmatrix der Ordnung 2, ai 2 = 0, a 2 i = 0, E T = E 



o 

o 


' 0 1 -3" 

11.2 a) 

0 7 0 
,0 0 

b) nicht möglich c) 

1 3 -1 

-3 -1 0, 


b)2-1 — 3-(—2) = 8 c) 0 +1 • 1 • 4 + (-3)• 4 • 1 + 0 -(-3)- 7- 4- 0- 0 = 76 

e) 4-7-2 + 0 + 0- 0- 2-(-5)• 4-2■ (-3)• (-2)* = 84 

c ) 2j• j• (—j)H-0 + 0 — 0 — 0 — 0 = 2j 


11.3 a) 1-1 -0-0=1 
d) 3-7-2 = 42 

11.4 a)j-(-j)-2-0=1 b) (2 - j) • 1 - (1 + 2j) • 3 j = 8 - 4 j 
d) 2j-j-l + 0 + l-(l + j)-l-(-j)• 1 • 2j-1 ■ 1(1 + j) = -4 

11.5 a) (l-X)-(2-A,)-2 = 0 oder X 2 -3X = 0 => X x =0; X 2 =3 

b) (-l-X)-(l-X)-8 = 0 oder X 2 =9 => X x =3; X 2 =-3 

c) (\-X)(4-X)i5-X) = 0; Produkt-Null-Satz: \-X = 0 => X x = 1; 4-X = 0 => X 2 = 4; 
5-X = 0 => X 3 = 5 


11.6 


200 


a) Voyage 


del 
detai 


rri 

l 

o on 

i 

l 

1 0 

0 

l 

l 

i 

io 

0 

i 

iJJ 




b) Mathcad 


TI-82 STATS 


fl 

-1 

0 

2 1 

1 

0 

2 

0 

0 

2 

0 

0 

u 

-1 

-2 

5J 



11.7 a) 


'4 2 

4 N 


"1 0 -2'' 


"3 2 6 'j 

b) 

f-\ -4 > 


' 0 

6 > 


' 2 

2 " 

,4 0 

-6, 


,2 4 3 , 


,2 -4 -9) 

3 0 

+ 

0 

12 

= 

-3 

12 








<~ 6 

9, 



4 , 


C) 

'3 6' 


' 2 

4 1 


fl 2 'j 

4 0 

- 

0 

oo 

= 

OO 

1 


J 2 J 



6j 


- 4 J 


d) nicht möglich 


11.8 a) 5- 


11.9 a) 


f 1 2' 

1 ( 

S\ 

x 1 

1 

, 1 

'5 

6 -5\ 

1-3 6, 

w 

o 1 

5 3 J 

c) 100 

1-15 3 J 

d) —• 

10 1 

,10 

25 0 J 


' \ 3 ' 


A \ 

'10 

5 - 3 ' 

fi -1 

0' 

' 1 

3 N 


-1 2 

,0 

(3 2 


5 

,-3 

5 -2 

-2 1 , 

b) [3 2 

-1/ 

-1 

,0 

2 

-b 

■(. .J 
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11 Matrizen 



'4 9 ^ 


-4 -8 > 


r 10 -2 -20 n 

11.10 a) nicht möglich b) 

3 -15 

,14 0 , 

c) nicht mögl. d) 

23 23 

,-3 12> 

e) 

0 9 11 

,8 2 2 , 


j) 


2-8 0 
21 13 

6 -9 
8' 


\ 

(29 13 -6) 

(S -9 15^ 


1 g H23 2 4J 

/ 

v7 -17 -l) 

i) nicht möglich 


\ 

-2 



'4 2 6' 

k) 

/ 

16 

,2, 

1) (l9 15) m) (23 5 -2) 

n) 

2 1 3 

,6 3 9, 


o) 14 





" 8 1 




f 2x, +4 x 2 + x 3 n 


f i3> i 



'3x + 4y + 2z^ 

d) 

3x, + 5x 2 -2 x 3 

11.11 a) 

10 ) 

b) 

7 

c) 

-2x + y 

x 2 +3 x 3 + 4x 4 


\ / 




, 2y + 5z j 


^2x 2 -3x 3 +5x 4> 


(27 -2^ (11 lf| 

11.12 a)A.B=[ 7 _J,B.A=[ 22 n J 

b) A+B = _ 

' ' V 1-6 1 J 

J S1 l5 l. 

U3 0 )’ 


"C 


; 2-A-B 


A 2 +2AB+ B 2 


|; (A+B) 2 = (A+BHA+B) = 

(A+BHA+B) = A 2 + A B + B-A + B 2 * A 2 + 2 A B + B 2 im Allgemeinen 

c) det(A) =11; det(2-A) = 44; det(A 2 ) = 121 

d) det(A-B) = -121; det(A)= 11;det(B) = -11; det(A-B) = det(A)-det(B) 
11.13 A-E = A, E-A = A 


= f 54 ~ 4 ); B 2 = 

1^14 -10J 

_(65 28^ 

~~ V28 löj ’ 


^14 1 
5 9 


,u4a! -K 2] =b - = 2 i)- 3 


11.15 a) 


4j - 2 +r 

2 + 4j -l + 2j, 


11.16 a) det 


2 3 
1 2 


= l; 


b) 

2 3 
1 2 


'1-j 5 + 5j > 

,l + 3j -1 + 3j y 


c) 


-1 


c) Matrix singulär d) det 

11.17 a) 

11.18 a)A _1 


2 ) 

(3 W 


v 3j 
b) det 


-1 + 2 j 1 + 2j 

2-j J 

^3 4 
2 3 


d) 


3-j 2j 
3 + 5j - 2 + 2j 


2 3^ 

3 6 


2 -1 




(V 3 


b) i-f -• 2+j 

3 U-j -2 


c) 


-1 2/a 

lf 2+j 2—4j 
5 v — 1—3j -l + 2j 


e) 


3/2 -1/2' 
2 -1 


d >35‘ 


7+j 14—8j 
U-4j 4+2j 


det(A) = 1, det(A‘‘) =1 b) A’ 1 = + 


(4 -8' 

1 3 J 


; det (A)= 20; det(A'‘) = 1/20 


; det(A) = 10; det(A _1 ) = 1/10 
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11 Matrizen 


AB= (* ;) ; (A B)-'.(_ 3 2 B-'.I.g "} B"a"-{^ -/ 


B = — • 

2 

11.20 a) A B = E b) A B = E 

11.21 a), b), c) Statt A' 1 = A T kann auch A T A = E gezeigt werden, was besonders bei c) vorteilhaft ist 


11.22 a) Voyage 200 


Tfl 1 gebraTcaTcTother]PrfflnIo[c 1 ean UpF 



b) Mathcad (bei symboli¬ 
scher Auswertung) 

'l -1 0 2^ 

10 2 0 
0 2 0 0 
^2 -1 -2 5) 

f -20 8 


TI-83/TI-84 



6 8 ^ 
0 0 2 0 
10 -2 3 -4 
12 -4 4 -4 ) 


|Cfi]-i 
[[-■192 -.462 
[-.577 -.385 
[.462 .308 

[.115 .877 


11.23 a) 


b) 


-1 

2 

\ 


f \ 

X 


3 

-4 

0 


y 

= 

J 

1 

4, 


kZj 


'2 1 

-f 


r > 

X 


'i 

1 3 

0 


y 

= 

5 

,0 1 

2) 


.z. 


,7, 


; det(A) = -5 * 0 => eindeutig lösbar; x= 4, y= 3, z= 1 


; det(A) = 9 * 0 => eindeutig lösbar; x= 2, y= 1; y= 3 


det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine 
Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt man, 
dass es hier unendliche viele Lösungen gibt. 

det(A) = -3 * 0 => eindeutig lösbar; x= 2, y= 3; y= 4 


det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine 
Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt man, 
dass es hier unendliche viele Lösungen gibt. 

det(A) = 0 => entweder unendlich viele Lösungen oder keine 
Lösung; versucht man auf übliche Weise zu lösen, so erkennt an, 
dass es hier keine Lösung gibt. 

11.24 x = 2, y = 5; det(A) = -0,06 nahe bei null! Lösung des geänderten Gleichungssystems: x =-8, y =10 


C) 

'2 1 -r 


f \ 

X 


V 


4 3 0 


y 

= 

11 


,0 1 2, 


vz> 


<7, 

d) 

'l 1 


r \ 
X 


v 


3 2 0 


y 

= 

12 


,2 2 1, 


<Z, 


,14, 

e) 

' 1 1 


r x) 


V 


3 2 0 


y 

= 

12 


,2 1 1 , 


kZ) 


,1L 

f) 

' 1 1 -r 


V 


V 


3 2 0 


y 

= 

12 


,2 1 1, 


kZj 


,10, 


11.25 Drehmatrix D = 


V3 


-1 


_ _ f- 4,96^ 
; x = Dx = 

l 0,60 J 





11 Matrizen 



'cos90° 

-sin90 o> 

-f° 

-i) 

; Ortsvektoren: a = 

T 

b=f 5 l 

; c = 

' 5 ' 

, sin 90° 

cos90° j 

1 u 

oj 1 


1 W 


, 5 , 




ri> 


r-n - fs} 

r-n 

5^ f-5^1 


; a' = D- 



; b =D- = 

OJ 

II 

9 

= 



W 


1 J W 1 

15 y 

[V l 5 J 


; daher: A'(-l/l), B'(-l/5), C'(-5/5), D'(-5/l) 


11.27 det(D z ) = cos <p + sin (p = 1 


11.28 


v z 3; 


(i x \ 


1 2 2 
1 3 0 


v f 3; 


a) 


b) 


3 


11.29 a) w 


10 13 13 

5 7 9 

6 12 5 

9 13 14) 


'O ( 10 13 13 ^ 


5 7 9 

6 12 5 

9 13 14 j 

0,2^ 
0,8 


V4J 


( r\ 


V4J 

50 

^507 

f40>| 

35 

v 65 y 


<3 2 2 
1 3 0 

1 1 3 

2 4 1 
^1800^ 

1050 
1150 

U8007 

O700 
1030 
985 


(2 1 3^1 ( f^ 

1 2 2 • f 2 

.1 3 oJU; 


; € (0,5 1,0 1,5 0,5)- 


^10 13 13 

5 7 9 

6 12 5 

9 13 14 

^1800^ 

1050 


\ 


v 


f 2 

7 

UJ 


T _f0,9 0,2 

"[o,l 0,8 


;W T 


; € (0,5 1,0 1,5 0,5) 
'0,3 • 20000^1 f 8200 ^ 


v 1725 y 


0,7- 20000 J 111800 


1150 
1800 
fl 700"| 
1030 
985 
1725 J 


= €4575 


= € 4220 


/ T » 0,3 • 20000^ _ | 

'9740' 

' ' [o,7 • 20000 J 

,10260, 


am Ende des 1. Jahres; Hi: 8200 Kunden, 
41%; H 2 : 11800 Kunden, 59% 

am Ende des 2. Jahres: Hj: 9740 Kunden, 
48,7%; H 2 : 10260 Kunden, 51,3% 


11.30 Aj = 


11.31 a) A x 


f 1 

R0 

; a 2 = 

' 1 

0^ 

• A f 1 R A 

lo 

1 J 


,1/R 3 

b 

1 3 lo ij 


f Ri ~ „ R r R 2 ^ 

1 + — l - R, +R, +——- 


; A - Aj • A 2 • A 3 — 


R3 


M AV 2 

i + *i 


'l + R./Rj R,' 

; a, = 

' 1 R 2 ' 

I/R 3 1 J 

1 5 L 

,1/R 4 1 + R 2 /R 4 , 


a=a,-a 2 = 


b) A,= 


1 R,' 

0 1 


< + R, + R 2 + R,R 2 

K.3-K.4 K-3-K.4 

R 3 +R 4 j + r R 3 +R 4 

R3*R4 ^ R3'R4 

0 A 


f 1 0\ ( 1 0 

; A2 ~{ i / r 3 iJ ;A3_ [i/r 4 1 


, A 4 


1 r 2 

0 1 


A = Aj-A 2 *A 3 -A 4 wie in a) 
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